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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ: Αισθάνοµαι την ανάγκη να ευχαριστήσω την τριµελή εξεταστική 
επιτροπή, η οποία  αποτελείτο από τους  κ.κ. Ιωάννη Αραχωβίτη, Ευστάθιο 
Γιαννακούλια  και Νικόλαο Καλαµίδα, οι παρατηρήσεις υποδείξεις και διορθώσεις 
των οποίων, συνέβαλαν αποφασιστικά στην ευπρόσωπη παρουσίαση, επιστηµονική 
αξιοπιστία και αρτιότητα της παρούσης εργασίας.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
___________________________________________________________________ 

Για την συγγραφή της παρούσας εργασίας χρησιµοποιήθηκε ο επεξεργαστής κειµένου Word 2000 µε το 
προσαρτηµένο λογισµικό Math Type 5.0 για την γραφή των πολυπληθών µαθηµατικών τύπων. Χρησιµοποιήθηκε κυρίως η 
γραµµατοσειρά Times New Roman µε δεσπόζον  µέγεθος χαρακτήρων 12 και διάστιχο 1,5  

Για τις γραφικές παραστάσεις χρησιµοποιήσαµε το Graph V. 2.7 ,το Graphmatica V.2.0c , το  Advanced Grapher 
V.2.08 ,ενώ στα δύσκολα προστρέξαµε  στο  MathCAD 2000 professional και στο Mathematica 4.0 Τα τρία πρώτα είναι 
ελευθέρας διανοµής µέσω διαδικτύου.  

Η Εκτύπωση έγινε πρώτα σε χαρτί Α4  (210Χ297mm) των  80 gr της Fuji Xerox  στα προεπιλεγµένα περιθώρια µε 
1cm επί πλέον αριστερό περιθώριο βιβλιοδεσίας, µε τον εκτυπωτή Deskjet 930C της Hewlett Packard  και αναπαρήχθη  
φωτοτυπικώς. 

Η συγκέντρωση του υλικού της εργασίας  έγινε κυρίως τους µήνες Απρίλιο, Μάϊο και Ιούνιο 2003, η θεµατική και 
χειρόγραφη επεξεργασία του β΄ µαθηµατικού µέρους τους µήνες Ιούλιο  , Αύγουστο , Σεπτέµβριο , ενώ το α΄ γενικό µέρος της 
εργασίοας γράφηκε κατ΄ευθείαν στον υπολογιστή το διάστηµα  Οκτωβρίου Νοεµβρίου ∆εκεµβρίου 2003  , ενώ οι µήνες 
Ιανοάριος 2004 έως Ιούνιος 2004  κατηναλώθησαν στις διορθώσεις , στην µορφοποίηση και σε συγύρισµα .Οι τελικές 
διορθώσεις και παρατηρήσεις από τους επιβλέποντες καθηγητές έγιναν Από Μάρτιο-Ιούλιο 2004. 

Για την συγκέντρωση του υλικού χρησιµοποιήσαµε κατά βάσιν την βιβλιοθήκη του Μαθηµατικού τµήµατος  του 
Παν. Αθηνών  την βιβλιοθήκη του Μ.Ι.Θ.Ε. και το διαδίκτυο,  αλλά και δευτερευόντως  την βιβλιοθήκης του Παδαγωγικού 
τµήµατος  του Παν. Αθηνών , την βιβλιοθήκη της Φιλοσοφικής σχολής του Παν. Αθηνών, του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου , της 
Ελληνικής Μαθηµατικής Εταιρείας  κ.ά. . Επίσης αναλώθηκαν πολλά απογεύµατα περιήγησης σε όλα τα ειδικά  βιβλιοπωλεία  
περί την οδό Σόλωνος των Αθηνών , ξεφυλλίζοντας όλα τα σχετικά µε τον Απειροστικό Λογισµό και περί το θέµα  
κυκλοφορούντα βιβλία  , αρκετά των οποίων έγιναν κτήµα  της προσωπική µας βιβλιοθήκης.  

Για κάθε αναγνώστη συνάδελφο  που θέλει να υποβάλλει οποιαδήποτε καλοδεχούµενη παρατήρηση  ή σχόλιο περί 
την εργασία, τα στοιχεία µας είναι : Γιάννης Παν. Πλατάρος  , Καπετάν Κρόµπα 37 , 242 00  ΜΕΣΣΗΝΗ 
   ηλ/ταχ. Plataros@sch.gr   ή  Plataros@pathfinder.gr  Ιστοσελίδα : 
http://homepages.pathfinder.gr/plataros  
 

Αφιερώνεται στην οικογένειά µου  
που µε στήριξε στην εν Αθήναις  
διετή παρεπιδηµία µου, καθώς  
και σε κάθε έναν Έλληνα συνάδελφο 
Μαθηµατικό προσωπικά…... 
 

Ioannis
Σημείωση
eBooks4Greeks.gr
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
Η παρούσα εργασία αποτελείται από δύο µέρη.  

Στο πρώτο µέρος γίνεται µια λεξικολογική , ιστορική ,  εννοιολογική, λογική, 

επιστηµολογική και παιδαγωγική  προσέγγιση στο αντιπαράδειγµα σε σχέση µε τον 

Απειροστικό Λογισµό.  Επίσης γίνεται µια προσέγγιση σε ιστορικά παραδείγµατα του 

Απειροστικού Λογισµού καθώς και σε λάθη που έκαναν µεγάλοι µαθηµατικοί πάνω 

στην διαίσθηση του απείρου. Αναδεικνύεται έτσι η δυσκολία κατανόησης της έννοιας 

του απείρου καθ΄ εαυτής, αλλά και  ως πηγής επιστηµολογικών και  διδακτικών 

εµποδίων . Φαίνεται έτσι  η ανάγκη εισαγωγής του αντιπαραδείγµατος στην 

διδασκαλία του Απειροστικού Λογισµού, ως παράγοντα άρσης  και θεραπείας 

παρανοήσεων ή και βελτίωσης λανθασµένων νοητικών αναπαραστάσεων   των 

δύσκολων εννοιών  που πραγµατεύονται  το άπειρο και το απειροστό. 

Στο δεύτερο µέρος παρουσιάζουµε διδακτικά παραδείγµατα και 

αντιπαραδείγµατα , κάνοντας µια κάλυψη  σε όλα τα κεφάλαια του Απειροστικού 

Λογισµού µε συναρτήσεις  µιας πραγµατικής  µεταβλητής . Έµφαση δίδεται  στα 

βασικά κεφάλαια , όπως . των ακολουθιών όπου µελετάται εκτεταµένα η θεµελιώδης 

έννοια της σύγκλισης µέσω της πλέον απλής έννοιας συνάρτησης όπου µπορεί να 

υπάρχει σύγκλιση , όπως είναι η ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Γενικά , η έννοια 

του ορίου ως η πλέον βασική  έννοια του Απειροστικού Λογισµού ,  µελετάται 

προσεκτικά και πλήρως.  

Ειδικότερα: 

Ελήφθη µέριµνα έτσι ώστε όλες οι εφαρµογές που παρουσιάζονται να έχουν 

πληρότητα παρουσίασης και να καταγράφονται λεπτοµερώς όλα τα βήµατα µιας 

απόδειξης , ώστε να µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ως  βοήθηµα από έναν τελειόφοιτο 

Λυκείου µέχρι και τον πτυχιούχο Μαθηµατικό. Ακόµα,  στη έκταση των εννοιών που 

καλύπτει η παρούσα εργασία, κρίθηκε σκόπιµο, εκτός από τα θεµελιώδη εισαγωγικά 

κεφάλαια του, ορίου συνάρτησης, συνέχειας συνάρτησης, παραγώγισης ,  µελέτης 

συνάρτησης και ολοκλήρωσης, τα οποία καλύπτονται από το αναλυτικό πρόγραµµα 

του Λυκείου, να εισαχθούν και τα κεφάλαια των  Ακολουθιών και των  Σειρών .Αυτά   

δεν διδάσκονται πλέον  στο Λύκειο, αλλά  µπορούν να εισαχθούν στο µέλλον όπως 

άλλωστε υπήρχαν και παλιότερα. Επίσης, κρίθηκε αναγκαίο, να  υπάρχει και η ύλη 

που καλύπτεται συνήθως στο πρώτο έτος των σχολών των Θετικών Επιστηµών και 

των Πολυτεχνείων. Έτσι καλύψαµε το ολοκλήρωµα Riemann, την οµοιόµορφη 
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συνέχεια, την οµοιόµορφη σύγκλιση ακολουθιών και τα γενικευµένα ολοκληρώµατα. 

Όλα πλέον τα κεφάλαια,  δεν καλύφθηκαν σε βασικό επίπεδο, αλλά σε προχωρηµένο 

για λόγους πληρότητας. 

Στην εργασία µας, υπάρχουν κάποια πρωτότυπα σηµεία που είναι τα εξής: 

Στο πρώτο µέρος: 

1.Εκφράζουµε  την εικασία , ότι ο όρος «αντιπαράδειγµα» δεν είναι 

µετάφραση του Αγγλικού όρου «counterexample» αλλά προέρχεται από το 

αρχαιοελληνικό ρήµα αντιπαραδείκνυµι το οποίο συναντάται στα γραπτά του 

Γρηγορίου Νύσσης. Η εικασία µας εδράζεται στην σηµασία του ρήµατος σε 

συγκεκριµένη χρήση του όπου παρατίθεται αντιπαράδειγµα σε ορισµό του «αληθούς 

άρτου» και απ΄ όπου ευθέως εξάγεται η αντίστοιχη σηµασία για το ουσιαστικό 

«αντιπαράδειγµα» (Α. 1.4. αυτόθι) 

 2. Παραθέτουµε  δύο αρχαίες χρήσεις του αντιπαραδείγµατος .Ένα στον 

«Γοργία» του Πλάτωνος, (υπάρχει σε ξενόγλωσση βιβλιογραφία και συγκεκριµένα 

στο διαδίκτυο) και το άλλο στους «Βίους Φιλοσόφων» του ∆ιογένους Λαερτίου. 

(υπάρχει σε βιβλιογραφία, αλλά όχι µε την σηµασία του αντιπαραδείγµατος)(Α1.5 

αυτόθι) 

 3. ∆ιερευνούµε την συχνότητα εµφάνισης του διεπιστηµονικού όρου 

«αντιπαράδειγµα» στην γλώσσα µας σε σχέση µε τον αντίστοιχο αγγλικό όρο , µε 

προσφυγή στις διαδικτυακές µηχανές αναζήτησης. (Α1.1 & Α1.2 αυτόθι) 

           4. ∆ιερευνούµε τις λεκτικές µαθηµατικές διατυπώσεις που υποκρύπτουν 

αντιπαράδειγµα.(Α.3.3 αυτόθι) 

 5. Παραθέσαµε συγκεντρωτικά τις ιδιότητες κάποιων «πασπαρτού» 

παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων του Απειροστικού Λογισµού που είναι η 

ακολουθία αν=(-1)ν , η αντίστοιχη σειρά ∑
∞

=
−

0
)1(

n

n  καθώς και η συνάρτηση του 

Dirichlet  (και παραλλαγές της ) Έκπληξη προκαλεί πώς τόσο λίγα παραδείγµατα 

έχουν τόσο ενδιαφέρουσες ιδιότητες που είναι διδακτικά πάρα πολύ χρήσιµες στην 

κατάδειξη λεπτών σηµείων της θεωρίας που χρήζουν διασαφήσεως. 

           6.  Επεξετείναµε ένα υπόδειγµα για τα παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα 

του  Ι. Αραχωβίτη που   βρήκαµε στα  Πρακτικά του 19ου Συνεδρίου της ΕΜΕ στο 

άρθρο του «Έννοιες και Ιδέες από την Ιστορία των Μαθηµατικών αρωγοί στην 

σύγχρονη διδακτική τους»  σελ. 169-171 . Ουσιαστικά καταστήσαµε λίγο πιο 

λεπτοµερές το υπόδειγµα (µοντέλο) που περιγράφει το πεδίο κατανόησης µιας 
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έννοιας και τον ρόλο των κλάσεων παραδειγµάτων και των αντιπαραδειγµατων  στην 

κατανόησή της. Η επέκταση στην οποία προέβηµεν έγκειται στην θεώρηση 

υποκλάσεων αντιπροσωπευτικών παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων ως προς µία 

ιδιότητα που θέτει εκ των προτέρων κάποιος και η οποία είναι µεν υποκειµενική, 

αλλά όχι και αυθαίρετη, αφού τίθεται ως απάντηση σε διδακτικά ή επιστηµολογικά 

εµπόδια που συναντούν οι µαθητές. 

Επίσης, στο λεπτοµερέστερο αυτό υπόδειγµα , ανακαλύπτουµε µια πρακτική 

εφαρµογή του στον έλεγχο της διδακτικής πληρότητας ενός βιβλίου σύµφωνα µε εκ 

των προτέρων γνωστά και κοινοποιούµενα κριτήρια. Γινόµαστε σαφείς µε ένα 

συγκεκριµένο παράδειγµα: 

Στην  προκήρυξη συγγραφής ενός βιβλίου Απειροστικού Λογισµού, για το 

κεφάλαιο «Σύγκλιση ακολουθίας» τίθεται ο όρος «πληρότητα των παρουσιαζοµένων 

παραδειγµάτων σύγκλισης  στο α∈ ως προς την κατεύθυνση σύγκλισης» Λέγοντας 

«κατεύθυνση σύγκλισης» συµφωνούµε να ορίζουµε τις δυνατές κλάσεις 

παραδειγµάτων σύγκλισης στο α που καθορίζονται από το πλήθος των όρων τους που 

είναι δεξιά του α , αριστερά του α  ή  ίσοι µε α  και φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 
Κλάση Πλήθος 

όρων <α 

Πλήθος 

όρων=α 
Πλήθος 

όρων>α 
  Εκπλήρωση ασθενέστερης συνθήκης από την  

| αν-α | <ε , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

(Π1) πεπ/νο πεπ/νο πεπ/νο ∆εν τις εξετάζει ο Απειροστικός Λογισµός 

(Π2) ∞  πεπ/νο πεπ/νο 0 να α ε< − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

(Π3) πεπ/νο ∞  πεπ/νο 0 να α ε= − <     , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

(Π4) πεπ/νο πεπ/νο ∞  0 να α ε< − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥   

(Π5) ∞  ∞  πεπ/νο 0 να α ε≤ − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

(Π6) ∞  πεπ/νο ∞  0 | |να α ε< − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

(Π7) πεπ/νο ∞  ∞  0 να α ε≤ − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

(Π8) ∞  ∞  ∞  | |να α ε− <   , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

 

Η κάθε κλάση ακολουθιών από την (Π2) έως και (Π8) ,  έχει άπειρους και 

υπεραριθµήσιµους µάλιστα αντιπροσώπους. 

Όµως ,  φθάνει  και µόνο ένα παράδειγµα από την κλάση (Π8) για να 

δικαιολογήσει πλήρως τον ορισµό. Ένα τέτοιο παράδειγµα θα µπορούσαµε 

συµφωνήσουµε  να το λέµε πλήρες εξ αιτίας αυτής του της ιδιότητας. 
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Επίσης πρέπει να σχολιασθεί το εξής:  

Αν σε ένα διδακτικό βιβλίο ακολουθιών υπάρχουν  παραδείγµατα από τις 

κλάσεις (Π2)-(Π7) ενώ δεν  υπάρχει κανένα παράδειγµα  από την κλάση (Π8) τότε η 

τελική συνθήκη του ορισµού σύγκλισης, θα µπορούσε να έχει µια µορφή  διάζευξης 

των ασθενεστέρων συνθηκών (Π2) έως (Π7)  η οποία είναι κι αυτή µια ασθενέστερη 

συνθήκη . Συνεπώς , αν δεν παρατίθεται έστω και ένα παράδειγµα της κλάσεως 

(Π8) , ο γνωστός ορισµός της σύγκλισης δεν δικαιολογείται πλήρως .  Από την 

προσωπική του αντίληψη , κάθε αναγνώστης που ασχολείται µε τα µαθηµατικά 

καταλαβαίνει την σπανιότητα παράθεσης παραδείγµατος ακολουθίας σαν την  

15 , 3

( ) : 5 , 3 1
15 , 3 2

aν ν ν

αν ν κ
ν

α αν ν κ

αν ν κ
ν

∈

 + = 
 

= = + 
 
 − = +
 

 η οποία συγκλίνει στο 5 και µόνη της  

δικαιολογεί πλήρως τον ορισµό. Η παράθεση οσουδήποτε πλήθους παραδειγµάτων 

από όλες τις άλλες κλάσεις δεν δικαιολογούν πλήρως την απαίτηση εκπλήρωσης της 

ισχυρότερης  συνθήκης | |να α ε− <   , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  , άρα και τον ίδιο τον ορισµό. 

Εποµένως από τα παραπάνω , καθίσταται σαφές το παιδαγωγικό περιεχόµενο 

του τεθέντος κριτηρίου, το οποίο προσλαµβάνει  και αντικειµενικό πλέον χαρακτήρα.  

 Αναλόγως  τίθενται και  κριτήρια αντιπαραδειγµάτων µη σύγκλισης  για τα 

οποία  ένα κριτήριο ταξινόµησης θα µπορούσε να είναι λ.χ. ο αριθµός των οριακών 

αριθµών της ακολουθίας. Έτσι δηµιουργούνται οι κλάσεις : (i)Οι ακολουθίες που 

έχουν δύο τουλάχιστον οριακούς πραγµατικούς αριθµούς (ii) Οι ακολουθίες που 

συγκλίνουν στο +∞ (iii)Οι ακολουθίες που συγκλίνουν στο -∞ (iu) Οι ακολουθίες 

που έχουν  ως οριακό «αριθµό» το+∞  είτε  το -∞  και τουλάχιστον ένα ακόµη 

πραγµατικό αριθµό. Κάποιος θα µπορούσε να θεωρήσει αν το θεωρεί διδακτικά 

αναγκαίο και υποκλάσεις ανάλογα µε το αν οι µη συγκλίνουσες ακολουθίες  έχουν 

άπειρους ή πεπερασµένους οριακούς αριθµούς.  

Το βέβαιο από τα παραπάνω είναι , ότι για την πλήρη παρουσίαση της έννοιας 

της σύγκλισης σε ένα εγχειρίδιο, θα πρέπει να υπάρχουν αντιπρόσωποι από όλες τις 

κλάσεις παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων.(Α4.1. αυτόθι) 

7. Στο τέλος κάθε κεφαλαίου στο Β΄ µέρος, υπάρχουν και σύντοµες οδηγίες 

για την κατασκευή βασικών παραδειγµάτων επί του κεφαλαίου , κάτι που δεν 

γνωρίζουµε να υπάρχει στην ελληνική τουλάχιστον βιβλιογραφία. 
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8. Κάποια  σχόλια και αντιπαραδείγµατα επί των δυνατοτήτων προγραµµάτων 

των Η/Υ και στον ικανοποιητικό ή µη βαθµό σχεδίασης γραφηµάτων   είναι επίσης 

δικά µας.(B.3.3.1, B4.1.6, B11.1.15 ) Ευάριθµα  επίσης ερωτήµατα τύπου ύπαρξης ή 

ισχυρισµού που καταρρίπτεται µε αντιπαράδειγµα σε κάθε κεφάλαιο είναι δικά µας  

χωρίς  βεβαίως τα παρατιθέµενα αντιπαραδείγµατα να διεκδικούν µαθηµατική 

πρωτοτυπία.  

Τέλος, ο ίδιος ο τίτλος της εργασίας µας διεκδικεί πρωτοτυπία στην Ελληνική 

βιβλιογραφία καθώς και η επιλογή αξιόλογων  παραδειγµάτων που διευκρινίζουν 

θέµατα θεωρίας ή  επέχουν θέση αποδείξεως σε επίσης λεπτά σηµεία των εννοιών του 

Απειροστικού .  

Θέλουµε να πιστεύουµε  ότι η παρούσα εργασία θα είναι χρήσιµη για όλους 

τους αναγνώστες φοιτητές ή ασχολούµενους µε τα µαθηµατικά γενικώς.  

                                                                                                  Ι.Π.Π. 
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1. Η λεξικογραφία του αντιπαραδείγµατος. 

 
1.1.  Η αναζήτηση στα διάφορα λεξικά  

 
Εντύπωση προκαλεί η σπανιότητα καταγραφής του όρου 

«αντιπαράδειγµα» στα Ελληνικά αλλά και στα ξενόγλωσσα λεξικά. Αυτό 

µπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι ο όρος αποτελεί νεολογισµό , είναι δηλαδή 

κατασκευασµένη στα νεώτερα χρόνια λέξη,  δεν υπάρχει στα αρχαία Ελληνικά 

και µάλιστα είναι µεταφρασµένος όρος από τον αντίστοιχο Αγγλικό 

(counterexample) .Αυτό τουλάχιστον αναφέρει το γνωστό έγκυρο λεξικό 

Μπαµπινιώτη , αν και ανακαλύψαµε µια χρήση του ρήµατος 

«αντιπαραδείκνυµι» στον Γρηγόριο Νύσσης µε σηµασία  αντίστοιχη του 

ουσιαστικού που φέρεται ως νεολογισµός.   Όµως, η σπανιότητα καταγραφής 

του όρου «αντιπαράδειγµα» καθίσταται δυσεξήγητη αν αναλογισθούµε ότι   

απαντάται ήδη στην Ελληνική βιβλιογραφία τουλάχιστον από την δεκαετία του 

΄601 , είναι διεπιστηµονικός όρος και όχι αυστηρά µαθηµατικός, ενώ η 

καθηµερινή του χρήση από ανθρώπους µε τουλάχιστον µέση εκπαίδευση 

συµπίπτει σχεδόν και µε το αυστηρά ορισµένο νόηµα του όρου. 

Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει γνωστά λεξικά στα οποία  

ανατρέξαµε και στα οποία  αναφέρεται ή µη ο όρος «αντιπαράδειγµα» 

Ταυτότητα λεξικού 
Περιέχει 

τον όρο 

Μεγάλη Ελληνική Εγκυκλοπαίδεια  24 τ. ΟΧΙ 

Εγκυκλοπαίδεια ∆ΟΜΗ  ΟΧΙ 

Πάπυρος –Larouse –Britannica  61 τ. ΟΧΙ 

Αντίστροφο λεξικό Νέας Ελληνικής Γ.Ι. Κουρµουλή ΟΧΙ 

Σταυρο-λεξικό (36.000 λέξεις)  ΟΧΙ 

Νέο Ελληνικό Λεξικό- Κριαρά  ΟΧΙ 

                                                 
1 Σε µια πρόχειρη αναζήτηση στην βιβλιοθήκη του Μαθηµατικού Τµήµατος του Παν. Αθηνών 
βρήκαµε το σύγγραµµα του Χρήστου Β. Γκλάβα «Εισαγωγή στην συνολοθεωρία» που 
αναφέρεται στο αντιπαράδειγµα και στον µαθηµατικό ορισµό του, (σελ. 86) το οποίο έχει 
εκδοθεί το 1967. 
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Λεξικό Νέας Ελληνικής Γλώσσης- Σταµατάκου ΟΧΙ 

Λεξικό Κοινής Νεοελληνικής -Τριανταφυλλίδη  ΟΧΙ 

Επίτοµο Εγκυκλοπαιδικό λεξικό Ελευθερουδάκη  ΟΧΙ 

Λεξικό Πρωίας  2 τ.  ΟΧΙ 

Λεξικό Παιδεία –Εκδόσεις Σταφυλίδη  ΟΧΙ 

Μέγα Αγγλοελληνικό λεξικό –Εκδόσεις Οδυσσέας. 4τ.  ΟΧΙ 

Υπερλεξικό Ελληνικής Γλώσσας –Παγουλάτου   6 τ.  ΟΧΙ 

Επίτοµο Αγγλοελληνικό λεξικό Σταυρόπουλου ΟΧΙ 

Επίτοµο Ελληνοαγγλικόν λεξικόν ∆. Κυριακοπούλου  ΟΧΙ 

Ελληνοαγγλικό Λεξικό Γιωργακά ,επί γραµµής (On-line) ΟΧΙ 

Ελληνικό Λεξικό Τεγόπουλου –Φυτράκη  ΟΧΙ 

Encyclopedia of Statistical sciences  (12 τόµοι) ΟΧΙ 

Encyclopaedia of mathematics (6 τόµοι)  OXI 

Αγγλο-Eλληνικόν Λεξικόν Μαθηµατικών όρων –Π. 

Παπαγιαννακόπουλου  

ΟΧΙ 

Επίτοµο Λεξικό Μαθηµατικών -Παττάκη  ΟΧΙ 

Αγγλοελληνικό & Ελληνοαγγλικό  ηλεκτρονικό λεξικό MAGENTA ΝΑΙ 

Μεταφραστικό λογισµικό SYSTRAN  NAI 

Λεξικό Νεοελληνικής Γλώσσας Μπαµπινιώτη  ΝΑΙ 

Αγγλοελληνικό λεξικό Μαθηµατικών όρων –εκδόσεις ΤΡΟΧΑΛΙΑ ΝΑΙ 

 

1.2 . Η αναζήτηση στον Παγκόσµιο Ιστό 

 
Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η ποιοτική κατανοµή της χρήσης της λέξης  

σε τοµείς της ζωής µας. 

Μια περιήγηση στις γνωστές µηχανές αναζήτησης  Google, Alta Vista, 

Yahoo οι οποίες υποστηρίζουν τα Ελληνικά, επί 65 διαφορετικών ιστοσελίδων 

που περιέχουν την λέξη «αντιπαράδειγµα» έδωσαν , ότι τα 2/3 αναφέρονται σε 

Μαθηµατικά και το 1/3 περίπου σε άλλους τοµείς . 

Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 
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∆ηµιουργήθηκε το ερώτηµα αν 

και κατά πόσον ο όρος 

«αντιπαράδειγµα» απαντάται 

συχνότερα στην Ελληνική 

γλώσσα απ΄ ότι στην Αγγλική  

ή όχι. Μια ενδεικτική 

προσεγγιστική έρευνα θα ήταν 

να δούµε αν οι λόγοι των 

συχνοτήτων εµφάνισης της 

λέξης «Αντιπαράδειγµα» προς 

την λέξη «παράδειγµα» στις 

δύο γλώσσες είναι ίσοι. 

Με προσφυγή στις υπηρεσίες 

των µηχανών αναζήτησης, και 

ειδικά στην Google ,(στις 

20/10/2003) βρήκαµε ότι ο 

λόγος των ιστοσελίδων που 

περιέχουν τουλάχιστον µία 

φορά την λέξη example σε όλες 

τις πτώσεις ενικού και πληθυντικού αριθµού είναι 221.000.000 ενώ για τον όρο 

counterexample 195.000 . Έχοµε έτσι τον λόγο     1:1133  . Στην Ελληνική οι 

αντίστοιχες απόλυτες συχνότητες στην ίδια µηχανή είναι 230.000 και 115 που 

δίνουν λόγο 1:2000 . ∆εδοµένου όµως του µικρού απολύτου µεγέθους του 

«αντιπαραδείγµατος» (115) δεν µπορούµε να διακινδυνεύσουµε κάποιο σαφές 

συµπέρασµα2 . Ενισχύονται ίσως οι υποψίες ότι στην Ελλάδα ο όρος 

«αντιπαράδειγµα» δεν χρησιµοποιείται όσο και στην Αγγλόφωνη κοινότητα.  

Αν µάλιστα σκεφθούµε και τον  παρεµφερή όρο «non-example» µε ή χωρίς 

συνδετικό που σηµαίνει «αντιπαράδειγµα σε ορισµό» (δηλ. «παράδειγµα που 

δεν εκπληροί ορισµό» το «µη- παράδειγµα» όπως κατά λέξη αποδίδεται)   

                                                 
2 Να γίνει σαφές ότι δεν µετράµε τις συχνότητες εµφάνισης των όρων στην γραπτή γλώσσα 
γενικώς  , αφού οι µηχανές εµφανίζουν σελίδες που περιέχουν τουλάχιστον µία λέξη κλειδί ανά 
σελίδα.  Σε κάθε περίπτωση όµως ,  έχοµε µια προσέγγιση της πραγµατικότητας. 

Τοµείς Συχνότητα  

εµφάνισης 

 Μαθηµατικά  45 

Πληροφορική 5 

Οικονοµία 2 

Γραµµατική  2 

Οικολογία  1 

Λογική 1 

Χηµεία 1 

Κοινωνιολογία 1 

Τεχνολογία 1 

Θρησκεία 1 

Πολιτική 1 

Συζητήσεις 1 

Κινηµατογράφος 1 

∆ηµοσιογραφία 1 

Συνδικαλισµός 1 

ΑΘΡΟΙΣΜΑ 65 



 4 

ενισχύεται η υποψία αυτή αν και ο όρος έχει πολύ µικρή συχνότητα εµφάνισης 

(8.500 σε όλες τις πτώσεις ενικού και πληθυντικού  , µε ή χωρίς συνδετικό)  

 

1.3. Η ερµηνεία των λεξικών 

 
Παραθέτουµε τις ερµηνείες των ελαχίστων λεξικών που περιέχουν τον όρο 

«αντιπαράδειγµα» και «Counterexample» 

 

• Ελληνοαγγλικό &Αγγλοελληνικό Ηλεκτρονικό λεξικό Magenta :  

Counterexample: Παράδειγµα καταρρίπτον θεωρία. 

Αντιπαράδειγµα: ∆εν δίδεται ερµηνεία 

• Ηλεκτρονικό µεταφραστικό πρόγραµµα SYSTRAN: 

Counterexample: Παράδειγµα εξαίρεση στον κανόνα 

Αντιπαράδειγµα:   ∆εν δίδεται ερµηνεία 

• Dictionary of Mathematics (G.Eisenreich-R.Sube) : Παρατίθενται οι 

όροι σε Αγγλικά , Γαλλικά , Γερµανικά , αντιστοίχως κι ως εξής: 

Counterexample, contre-exemple , Gegenbeispiel .  

Μεταφραστική µηχανή Alta-Vista : 

     Ισπανικά -contraejemplo , Ιταλικά- contro-esempio , Ρωσσικά контрпример  

• Νεοελληνικό λεξικό Μπαµπινιώτη:Παράδειγµα που ανατρέπει την ισχύ 

υπόθεσης, άποψης κτλ. η οποία (υπόθεση) βασίζεται σε άλλα 

παραδείγµατα. «Στο άρθρο της παρουσιάζει αντιπαραδείγµατα στην 

υπόθεση που είχε διατυπώσει ο συνάδελφός της.» ΕΤΥΜΟΛΟΓΙΑ: 

Μεταφρασµένο δάνειο της Αγγλικής  counter-example  

Να επισηµάνουµε , ότι ουσιαστικά τα µόνα Ελληνικά λεξικά που περιέχουν τον 

όρο αντιπαράδειγµα είναι της Magenta και του κ. Μπαµπινιώτη , κοινό 

χαρακτηριστικό των οποίων είναι η σύγχρονη λεξικογραφία. 

 

1.4  Μια καινούργια υπόθεση για το ρήµα «αντιπαραδείκνυµι» 

    
Τα αρχαία Ελληνικά λεξικά περιέχουν το λήµµα «αντιπαραδείκνυµι» 

από το οποίο θα µπορούσε να παραχθεί το ουσιαστικό «αντιπαράδειγµα» 
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Όµως, το µοναδικό Ελληνικό λεξικό που αναφέρεται και σωστά στον όρο είναι 

του κ. Μπαµπινιώτη το οποίο όµως αποφαίνεται ότι πρόκειται για νεολογισµό-

µετάφραση του counter-example όπου η κατά λέξη απόδοσή του είναι «ενάντιο-

παράδειγµα»  

Τα τρία πιο έγκυρα λεξικά που έχοµε αναφέρουν: 

• Henry G. Liddell-Robert Scott:  Παραβάλω , συγκρίνω 

αντιπαρατίθηµι, (τινά τινί) (:=Με κάποιον/α σε κάτι)  

• Μέγα Λεξικόν ελληνικής Γλώσσης ∆. ∆ηµητράκου , 9τ.: 

αντιπαραβάλλω προβάλω προς σύγκρισιν αντιπαραθέτω. 

• Λεξικόν Αρχαίας Ελληνικής Σταµατάκου : Παραβάλλω συγκρίνω  

«Τον Ιωάννην αντιπαραξείξαι τω διδασκάλω» Γρ. Νύσσης 2,919C 

Μια εκτενέστερη και εκτεταµένη αναζήτηση στον «Θησαυρό της Ελληνικής 

Γλώσσης» όπου το λογισµικό αναζήτησης ερευνά το σύνολο της αρχαίας 

Γραµµατείας, βρήκαµε ότι το θέµα «αντιπαραδ*» εµφανίζεται µόνο στον 

Γρηγόριο Νύσσης . 

Εκεί εµφανίζονται τρία µόνο αποτελέσµατα στην αναζήτηση, σε  ένα των 

οποίων γίνεται χρήση  ενός καθαρού  αντιπαραδείγµατος. 

PERI KATASKEUHS ANQRWPOU(����176 στίχοι 46-

53). 

 OŒon e‡ tij tÕn ¢lhqÁ de…xeien  

¥rton, fam�n tÕn toioàton kur…wj ™pilšgein tù  

ØpokeimšnJ tÕ Ônoma. E„ dš tij tÕn ¢pÕ l…qou tecnh- 

qšnta tù kat¦ fÚsin ¢ntiparade…xeien, ú scÁma  

m�n tÕ aÙtÕ, kaˆ tÕ mšgeqoj �son, kaˆ ¹ toà crè- 

matoj ÐmoiÒthj, éste di¦ tîn ple…stwn tÕn aÙtÕn  

e�nai tù prwtotÚpJ doke‹n, ™pile…pei d� aÙtù tÕ  

kaˆ trof¾n dÚnasqai e�nai· par¦ toàto oÙ kur…wj,  

¢ll' ™k katacr»sewj tÁj ™pwnum…aj toà ¥rtou te- 

tuchkšnai tÕn l…qon lšgwmen.  

 

 (Απόδοση  δική µας): Είναι το ίδιο µε το σαν να ήθελε κάποιος να 

υποδείξει το αληθινό καρβέλι  και να λέµε ότι πρέπει να το επιλέγουµε κυρίως 
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από το εάν ονοµάζεται έτσι. Αν όµως αντιπαραβάλλει  κάποιος ένα τεχνητό,  ως 

προς την φυσική του υπόσταση, από πέτρα,  µε ίσο µέγεθος , ίδιο σχήµα και όµοιο 

χρώµα , ώστε σύµφωνα µε τα περισσότερα χαρακτηριστικά του γνωρίσµατα να 

θεωρείται ότι είναι ίδιο µε το πρωτότυπο και να υπολείπεται µόνο το 

χαρακτηριστικό του να είναι βρώσιµο, παρ ΄όλα αυτά όχι κατά κανόνα  αλλά  

καταχρηστικά,  την πέτρα την λέµε καρβέλι.  

Το νόηµα συνοπτικά:  Ο Γρηγόριος Νύσσης λέει, ότι όταν λέµε «άρτος» 

λέµε αυτόν που υπόκειται στο όνοµα κατά όλα τα χαρακτηριστικά του, αλλιώς θα 

έπαιρνε κάποιος ένα καρβέλι από πέτρα µε ίδιο σχήµα ίδιο  χρώµα και ίσο 

µέγεθος το οποίο βεβαίως δεν τρώγεται  και θα το έλεγε « άρτο».  Και ναι µεν  

λέµε άρτο, τον λίθο, αλλά καταχρηστικά. 

 

Είναι φανερό , ότι η χρήση του ρήµατος αντιπαραδείκνυµι στο ανωτέρω 

εδάφιο , γίνεται µε την έννοια «αντιπαράδειγµα σε ορισµό». (Αληθής άρτος) 

∆εν αποκλείεται βεβαίως ο όρος αντιπαράδειγµα να είναι όντως µετάφραση –

νεολογισµός εκ της Αγγλικής, αλλά νοµίζοµε ότι αυτό το εύρηµα θα πρέπει να 

προβληµατίσει στο εάν και κατά πόσον ο ανώνυµος γλωσσοπλάστης 

περιορίσθηκε στην µετάφραση του Αγγλικού όρου, δηµιούργησε λέξη χωρίς να 

γνωρίζει την  ύπαρξη αντιστοίχου  ρήµατος ή (όπως βασίµως υποπτευόµεθα) 

απέδωσε έναν όρο έχοντας υπ΄ όψιν του και το αρχαίο  ρήµα και την σηµασία 

του. 

 

1.5 Αρχαίες χρήσεις του Αντιπαραδείγµατος 

 
Το αντιπαράδειγµα είναι µια έννοια που χρησιµοποιήθηκε στην Λογική 

και κατ΄ επέκτασιν ως συστατικό της  φαρέτρας επιχειρηµάτων σε συζητήσεις 

και αντιπαραθέσεις φιλοσοφικού ή άλλου περιεχοµένου. Καταγράψαµε δύο 

χρήσεις του που προκύπτουν από αρχαίες γραπτές πηγές.  

Η πρώτη αφορά τον διάλογο του Πλάτωνος «Γοργίας» όπου ο 

Καλλικλείς συνδιαλεγόµενος µε τον Σωκράτη, διαφωνεί για τον ορισµό του 

«βελτίου» και του «κρείσσονος –ισχυρού». Ο  Καλλικλείς φρονεί ότι οι έννοιες 

αυτές συµπίπτουν . Τότε ο Σωκράτης του επισηµαίνει ότι σύµφωνα µε αυτά που 

ισχυρίζεται ο Καλλικλείς θεωρεί του δούλους   καλύτερους από αυτόν , αφού 
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αν µαζευτούν πολλοί  θα είναι ισχυρότεροι , άρα ….καλύτεροι! Είναι σε ένα 

σηµείο του διαλόγου, στο οποίο έχει κορυφωθεί η διαφωνία περί της 

διακρίσεως βελτίωνος και αµείνωνος . και ο Σωκράτης χρησιµοποιεί την 

λεγόµενη «Σωκρατική ειρωνεία» κάνοντας µάλιστα τον Καλλικλεί να χάσει την 

ψυχραιµία του. Πρόκειται δηλ. για «αντιπαράδειγµα σε ορισµό» λίαν 

ενδιαφέρον που φαίνεται στο παρακάτω απόσπασµα : (Στέφανος, σελ .429 -

παρ. b στ.7 έως e στ.4) 

……………………………………………………………………… 

KAL. OØtosˆ ¢n¾r oÙ paÚsetai fluarîn. e„pš moi, ð  

Sèkratej, oÙk a„scÚnV thlikoàtoj ín ÑnÒmata qhreÚwn, kaˆ  

™£n tij ·»mati ¡m£rtV, ›rmaion toàto poioÚmenoj; ™m� g¦r  

o‡ei ¥llo ti lšgein tÕ kre…ttouj e�nai À tÕ belt…ouj; oÙ  

p£lai soi lšgw Óti taÙtÒn fhmi e�nai tÕ bšltion kaˆ tÕ  

kre‹tton; À o‡ei me lšgein, ™¦n surfetÕj sullegÍ doÚlwn  

kaˆ pantodapîn ¢nqrèpwn mhdenÕj ¢x…wn pl¾n ‡swj tù  

sèmati „scur…sasqai, kaˆ oátoi fîsin, aÙt¦ taàta e�nai  

nÒmima;  

     SW. E�en, ð sofètate Kall…kleij· oÛtw lšgeij;  

     KAL. P£nu m�n oân.  

     SW. 'All' ™gë mšn, ð daimÒnie, kaˆ aÙtÕj p£lai top£zw  

toioàtÒn t… se lšgein tÕ kre‹tton, kaˆ ¢nerwtî glicÒmenoj  

safîj e„dšnai Óti lšgeij. oÙ g¦r d»pou sÚ ge toÝj dÚo   

belt…ouj ¹gÍ toà ˜nÒj, oÙd� toÝj soÝj doÚlouj belt…ouj  

soà, Óti „scurÒtero… e„sin À sÚ. ¢ll¦ p£lin ™x ¢rcÁj e„p�  

t… pote lšgeij toÝj belt…ouj, ™peid¾ oÙ toÝj „scurotšrouj;  

kaˆ ð qaum£sie prvÒterÒn me prod…daske, †na m¾ ¢pofoit»sw  

par¦ soà.  

     KAL. E„rwneÚV, ð Sèkratej.  

     SW. M¦ tÕn ZÁqon, ð Kall…kleij, ú sÝ crèmenoj poll¦  

nund¾ e„rwneÚou prÒj me· ¢ll' ‡qi e„pš, t…naj lšgeij toÝj  

belt…ouj e�nai;  
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……………………………………………………………….. 

 

Περισσότερο καθαρό είναι το δεύτερο αντιπαράδειγµα  σε ορισµό που 

µας διηγείται ο ∆ιογένης ο Λαέρτιος  στους «Βίους Φιλοσόφων» . Αποδίδεται 

στον ∆ιογένη τον Κυνικό, ο  οποίος θέλησε να γελοιοποιήσει τον λανθασµένο 

ορισµό του Πλάτωνα περί ανθρώπου , όπου σύµφωνα µε τον ∆.Λαέρτιο , ο 

Πλάτων είχε ισχυρισθεί ότι ο άνθρωπος είναι όν άπτερον δίπουν. Τότε , ο ∆.  

Κυνικός ξεπουπούλιασε έναν κόκορα και τον εισήγαγε  στην σχολή του 

Πλάτωνος λέγοντας ,  «Ιδού ο άνθρωπος του Πλάτωνος!» Και από τότε έκανε 

διόρθωση του ορισµού ο Πλάτων εισάγοντας στον ορισµό την επί πλέον 

προϋπόθεση να είναι και…..πλατυώνυξ!  

 Πέραν του γλαφυρού της ιστορίας, βλέποµε την χρησιµότητα του 

αντιπαραδείγµατος στην  κατάδειξη των λανθασµένων ορισµών , και στην 

βελτίωση των υποθέσεων στην επιστηµονική έρευνα. Μπορούµε επί πλέον να 

πούµε ότι και το συγκεκριµένο παράδειγµα του ∆ιογένους του Κυνικού είναι 

και εξόχως παιδαγωγικό , λόγω του ότι είναι εντυπωσιακό ,ενώ η έµπρακτη 

κατασκευή του (µη λεκτική) ήταν παραστατική και άρα καταλυτική για την 

διόρθωση του ορισµού εκ µέρους του Πλάτωνος! 

Παραθέτουµε το πρωτότυπο απόσπασµα το οποίο  είναι πλήρως 

κατανοητό: 

 
  

 Pl£twnoj Ðrisamšnou, ”AnqrwpÒj ™sti zùon d…poun ¥pteron, kaˆ 

eÙdokimoàntoj, t…laj ¢lektruÒna e„s»negken aÙtÕn e„j t¾n scol¾n ka…  

fhsin, “oátÒj ™stin Ð Pl£twnoj ¥nqrwpoj.” Óqen tù ÓrJ  

prosetšqh tÕ platuènucon.  

 (∆ιογένης Λαέρτιος, «Βίοι Φιλοσόφων» Βιβλίο 6 παρ.40 στ. 5-9) 

 

2. Επιστηµολογία και αντιπαράδειγµα 
 

Η θέση του αντιπαραδείγµατος στην επιστηµολογία κατέχει κύρια θέση 

και ειδικά παίζει  θεµελιώδη ρόλο στην διαψευσιοκρατία. .  
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Η διαψευσιοκρατία  είναι  µια σχολή  µε κύριους εκπροσώπους τους 

Poppert και Lakatos , η οποία αναπτύχθηκε κυρίως ως αντίθεση στην ατελή (µη 

µαθηµατική ) επαγωγή που χρησιµοποιούν όλες οι επιστήµες πλην των 

µαθηµατικών για να ερµηνεύσουν , περιγράψουν και προβλέψουν διάφορα 

φαινόµενα. Σύµφωνα µε τους διαψευσιοκράτες, όσες παρατηρήσεις και να 

έχουµε στην διάθεσή µας, είναι αδύνατον να βγάλουµε έγκυρους καθολικούς 

νόµους και θεωρίες , πράγµα που κάνουν οι Επαγωγιστές. Από την άλλη 

πλευρά , είναι δυνατόν µόνο µε ενικές παρατηρησιακές αποφάνσεις , να 

διαψεύσουµε γενικούς νόµους  εκτελώντας λογικές πράξεις.  

Παραδείγµατος χάριν: 

Έχοντας δεδοµένη την απόφανση «Ένα κοράκι που δεν ήταν µαύρο 

παρατηρήθηκε στην θέση χ την ώρα t» , έπεται λογικά ότι η απόφανση «όλα τα 

κοράκια είναι µαύρα» είναι ψευδής .  ∆ηλ. το επιχείρηµα : 

 

Προκείµενη: Ένα κοράκι το οποίο δεν ήταν µαύρο, παρατηρήθηκε στην θέση χ 

κατά την χρονική στιγµή t  

Συµπέρασµα: ∆εν είναι όλα τα κοράκια µαύρα  

 

συνιστά έναν λογικώς έγκυρο παραγωγικό συλλογισµό.  

Το παρατηρηθέν  µη µαύρο κοράκι  συνιστά αντιπαράδειγµα στον 

ισχυρισµό της πρότασης «Όλα τα  κοράκια είναι µαύρα» 

Άλλο παράδειγµα: 

Αν µε κάποιο τρόπο παρατηρούσαµε ότι δύο σώµατα µαζών 1Kgr και 

10Kgr αντιστοίχως εκτελούν  ελεύθερη πτώση  σε χρόνους που δεν είναι 

ανάλογοι των µαζών και εντός των ορίων σφαλµάτων των µετρήσεων, τότε 

έχουµε βρει ένα  αντιπαράδειγµα στον νόµο της πτώσης των σωµάτων κατ΄ 

Αριστοτέλη. Ο Αριστοτέλης έλεγε ότι τα σώµατα εκτελούν εντός του αέρα 

ελεύθερη πτώση  σε χρόνους αναλόγους των βαρών τους , ενώ  ένα σώµα 

βουλιάζει σε διαφορετικά υγρά σε χρόνους αντιστρόφως αναλόγους των 

ειδικών βαρών τους.3 

                                                 
3 Σήµερα φαίνεται εξαιρετικά περίεργη η µη διάψευση ενός τέτοιου χοντροκοµµένου νόµου  για 
την ελεύθερη πτώση, δεδοµένου  ότι στην αρχαιότητα και χρονόµετρα υπήρχαν και ζυγοί 
ικανοποιητικής ακριβείας ώστε τουλάχιστον να µετρούν το µη δεκαπλάσιον του χρόνου 
πτώσης. Πρέπει να δεχθούµε ότι εδώ βρήκε εφαρµογή η απέχθεια που ένοιωθαν οι αρχαίοι προς 
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Ιστορικό είναι και ένα άλλο αντιπαράδειγµα που έχει χρησιµοποιήσει ο 

Leibnitz µαζί µε χρήση της εις άτοπον απαγωγής ενάντια στους διατυπωθέντες 

νόµους της κίνησης από τον Descartes . Συγκεκριµένα  είπε: 

Νόµος 1: Αν δύο σώµατα Α, Β µε ίσες µάζες και αντίθετες ταχύτητες , 

συγκρουσθούν κεντρικά  , τότε ανταλλάσσουν ταχύτητες , κινούµενα 

αντίρροπα. 

Νόµος 2 : Αν δύο σώµατα Α, Β µε διαφορετικές  µάζες και αντίρροπες 

ταχύτητες συγκρουσθούν κεντρικά, τότε το σώµα µεγαλύτερης µάζας συνεχίζει 

την κίνησή του µε την ίδια ταχύτητα,  ενώ το σώµα µε την µικρότερη µάζα 

λαµβάνει την ταχύτητα του µεγαλυτέρου.  

Ο Leibniz επιχειρηµατολόγησε ως εξής: Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η 

διαφορά των µαζών γίνεται  οσοδήποτε µικρή . Τότε για µια απειροελάχιστη 

διαφορά στην µάζα , θα ισχύει και ο νόµος 1 και ο νόµος 2 . ∆ηλαδή , η αιτία 

της απειροελάχιστης διαφοράς µάζας, προκαλεί την µεγαλύτερη δυνατή 

διαφορά στο αποτέλεσµα. Αλλά , ως γνωστόν,  η φύση δεν κάνει άλµατα  

Σήµερα θα λέγαµε ότι αν ισχύει ο νόµος 1  και µετακινηθεί ένα 

ηλεκτρόνιο από το σώµα Α στο σώµα Β , θα προκληθεί η µέγιστη δυνατή 

διαφορά στο αποτέλεσµα.4   

To  κυριότερο χτύπηµα του Popper εναντίον του θεµελιακού χαρακτήρα 

της γνώσης δίνεται στο πρόβληµα της επαγωγής. Εκεί επικεντρώνει ο Popper 

την κύρια αντίθεσή του στον θετικισµό, επιστρέφοντας στα παλιά σχετικά 

επιχειρήµατα του David Hume εναντίον του επαγωγικού συµπερασµού . Για 

παράδειγµα, επειδή όλοι οι κύκνοι που παρατηρήθηκαν ως κάποια χρονική 

στιγµή είναι λευκοί, δεν σηµαίνει ότι υπάρχουν οι λογικές βάσεις για να 

αποκλεισθεί ότι σε µια επόµενη παρατήρηση µπορεί να βρεθεί ένας µαύρος 

κύκνος (κάτι που έχει στην πραγµατικότητα συµβεί µε την ανακάλυψη µαύρων 

                                                                                                                                   
πάσα µορφή πρακτικής ενασχόλησης όπως είναι οι µετρήσεις , αφού πίστευαν ότι η προσέγγιση 
της γνώσης γίνεται µόνο µε τον νου. 
Τον νόµο της πτώσης του Αριστοτέλη διέψευσε εφυιέστατα ο Γαλιλαίος , ο οποίος έριξε δύο 
πόρτες ιδίου σχήµατος 2 φορές από γκρεµό. Η µία ήταν σιδερένια και η άλλη ξύλινη 
(ελαφρύτερη) . Την µια φορά έβαλε την ξύλινη κάτω και την σιδερένια πάνω και την άλλη 
εναλλάξ. Και τις δύο φορές οι πόρτες έφθασαν µαζί κάτω. Αν ίσχυε ο νόµος του Αριστοτέλη , 
θα έπρεπε να παρατηρηθεί την πρώτη φορά ταυτόχρονη άφιξη , αφού η σιδερένια θα ωθούσε 
την ξύλινη, αλλά την δεύτερη θα έπρεπε να παρατηρηθεί απόκλιση , καθώς η σιδερένια θα 
απεσπάτο  από την ξύλινη, πράγµα που  δεν παρετηρήθη! 
 
4 Το επιχείρηµα του Leibnitz  φαίνεται να προέρχεται κατ΄ ευθείαν από τον απειροστικό 
λογισµό και την λογική  των απειροστών ποσοτήτων µε τις οποίες κατετρίβετο. 
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κύκνων στην Αυστραλία). Σύµφωνα µε τον Hume η επαγωγική λογική οδηγεί 

σε µια ατέλειωτη αναδροµή µε την έννοια ότι, επειδή δεν ξέρουµε αν µια ακόµη 

παρατήρηση θα επαληθεύσει ή θα διαψεύσει την υπόθεσή µας, για αυτό 

χρειάζεται να την κάνουµε, βρισκόµενοι όµως πάλι στην ίδια κατάσταση, οπότε 

ξανακάνουµε την παρατήρηση κοκ. Με άλλα λόγια, ενώ το γενικό αναφέρεται 

σε µια απειρία περιπτώσεων, οι εµπειρικές παρατηρήσεις του ειδικού 

περιορίζονται να ελέγξουν µόνο ένα πεπερασµένο πλήθος από αυτές, οπότε 

ποτέ δεν είµαστε σίγουροι αν η επόµενη περίπτωση δεν θα παραβιάσει τον 

γενικό κανόνα.  

Για να βγει από το αδιέξοδο αυτό της επαγωγικής λογικής, ο Popper 

διαµορφώνει έναν άλλο τρόπο συµπερασµού , στον οποίον αντικαθιστά την 

αρχή της επαλήθευσης µε την αρχή της διάψευσης. Η επιστηµολογική µέθοδος 

του Popper,  βασίζεται σε εικασίες και ανασκευές. Είναι επίσης γνωστή όπως 

προείπαµε ως  διαψευσιοκρατία ή µέθοδος δοκιµής και λάθους. Σύµφωνα µε 

αυτήν, η επιστήµη δεν ξεκινά από τις παρατηρήσεις, για να προχωρήσει µετά σε 

επαγωγικές συναγωγές, όπως ισχυρίζονται οι επαγωγιστές. Αντιθέτως, αρχικά 

τίθενται κάποιες εικασίες, δηλαδή, υποθετικά συµπεράσµατα, τα οποία στη 

συνέχεια οι επιστήµονες υποβάλλουν σε εµπειρικές δοκιµασίες προσπαθώντας 

να τα ανασκευάσουν κρατώντας απέναντί τους µια κριτική στάση και 

πειραµατιζόµενοι µε εναλλακτικές υποθέσεις. Στην θέση λοιπόν της 

επαγωγικής λογικής (τη συναγωγή από το ειδικό στο γενικό), ο Popper βάζει 

την παραγωγική λογική (τη συναγωγή από το γενικό στο ειδικό) µέσω της 

διάψευσης (ανασκευής) µιας υπόθεσης (εικασίας).  

Μια επιστηµονική θεωρία, που επιβιώνει µετά από ένα σηµαντικό πλήθος 

κριτικών ελέγχων και πειραµατικών δοκιµασιών, µπορεί να γίνει µόνο 

προσωρινά αποδεκτή, ποτέ σε οριστική βάση, µέχρις ότου συµβεί να 

απορριφθεί σε κάποια ενδεχόµενη µελλοντική δοκιµασία. Με άλλα λόγια, 

καµιά θεωρία δεν είναι για τον Popper επαληθεύσιµη, απλώς µπορεί να έχει 

υψηλό βαθµό εµπειρικής ενίσχυσης (corroboration), κάτι που σηµαίνει ότι όλες 

οι επιστηµονικές θεωρίες είναι κατά κανόνα διαψεύσιµες. Επιπλέον, πολλές 

φορές, υπάρχουν επιστηµονικές θεωρίες, που µολονότι ήδη έχουν διαψευσθεί, 

συνεχίζουν να γίνονται αποδεκτές. Σαν ένα τέτοιο παράδειγµα ο Popper 

συνήθιζε να φέρνει τη Νευτώνεια µηχανική. Η θεωρία του Νεύτωνα βρισκόταν 

σε µια εντυπωσιακή συµφωνία µε την παρατήρηση και το πείραµα από τον 
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καιρό που πρώτο-εµφανίσθηκε (το 1687) ως το 1900. Στην περίοδο όµως 1900-

20 βρέθηκε να µην είναι ακριβής από την άποψη της σχετικιστικής µηχανικής, 

χωρίς όµως να έχει από τότε εγκαταλειφθεί 

 

 

 

3.Λογική και αντιπαράδειγµα 

 
3.1. Ο Μαθηµατικός ορισµός του αντιπαραδείγµατος 

 
Ένας βασικός  νόµος της λογικής,  είναι ο νόµος της αποκλίσεως 

µέσου ή τρίτου του Αριστοτέλη. Σύµφωνα µε αυτόν, για κάθε λογική πρόταση 

Ρ, ή  θα είναι αληθής η Ρ  , ή θα είναι αληθής η αντίθετής της , η  ¬Ρ. 

∆ηλ. η Ρ είναι αληθής εάν και µόνον εάν η ¬Ρ είναι ψευδής και επίσης , η¬Ρ 

είναι αληθής εάν και µόνον εάν η Ρ είναι ψευδής. 

Ο παραπάνω νόµος ισχύει στα πλαίσια της Αριστοτέλειας  λογικής ή 

όπως αλλιώς λέµε στα πλαίσια της δίτιµης λογικής ∆ηλ. κάθε πρόταση Ρ 

µπορεί να λάβει δύο µόνο τιµές :Α (αληθής) ή Ψ (ψευδής)  

Τα παραπάνω λ.χ. µας επιτρέπουν να χαρακτηρίσουµε παράλογο το ερώτηµα : 

«Μπορεί ο Θεός ως Παντοδύναµος να κατασκευάσει µια πέτρα που να µην 

µπορεί να την σηκώσει;»  ∆ιότι ισοδυνάµως είναι ως αν να ερωτάµε εάν ο 

Θεός µπορεί ταυτοχρόνως να είναι «Παντοδύναµος» και «όχι Παντοδύναµος»  

δηλ. µια πρόταση Ρ να είναι αληθής  και ταυτοχρόνως να είναι αληθής και η 

¬Ρ, πράγµα που αποκλείει η Αριστοτέλεια Λογική. 

Υπάρχουν βεβαίως και πλειότιµες Λογικές όπου µια πρόταση Ρ δεν 

είναι αληθής ή ψευδής αλλά έχει ένα βαθµό αληθείας µεταξύ 0 και 1 .  

Υπάρχουν επίσης Μαθηµατικές σχολές όπως αυτή του Ολλανδού Brouwer , η 

σχολή του Ενορατισµού ή Ιντουσιονισµού όπου η µέθοδος απόδειξης της εις 

άτοπον απαγωγής δεν ισχύει ,  απαιτούνται και πρόσθετες προϋποθέσεις για την 

συνεπαγωγή , και επίσης κάθε απόδειξη θα πρέπει να είναι κατασκευάσιµη, 

σύµφωνα µε µια στενή έννοια κατασκευασιµότητας. 
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Στις πλειότιµες λογικές και στα κατασκευαστικά –Ιντουσιονιστικά 

Μαθηµατικά δεν έχει θέση  η λογική του αντιπαραδείγµατος όπως θα 

παρουσιασθεί εδώ, αλλά µόνο στην κοινή- γνωστή µας ,  Αριστοτέλεια 

Λογική. 

Επειδή το αντιπαράδειγµα σχετίζεται άµεσα µε τους ποσοδείκτες και ∀ ∃  (: 

«∆ια κάθε» και «υπάρχει») παραθέτουµε έναν πίνακα µε την σηµασία τους στις 

προτάσεις : 

 

 

Από τον ανωτέρω πίνακα , παρατηρούµε , ότι : 

Σύµφωνα µε τις προηγούµενες ταυτολογίες, είµαστε έτοιµοι να δώσουµε 

τον παρακάτω ορισµό του αντιπαραδείγµατος: 

ΟΡΙΣΜΟΣ:   Εάν θέλουµε να αποδείξουµε ότι η πρόταση « : ( )x P x∀ » είναι 

ψευδής, πρέπει κι αρκεί να αποδείξουµε ότι η πρόταση « : ( )x P x∃ ¬ » είναι 

αληθής. ∆ηλαδή , πρέπει να βρούµε ένα στοιχείο 
0x του σχετικού συνόλου 

αναφοράς έτσι ώστε η Ρ(
0x ) να είναι ψευδής. 

Το 
0x  θα λέγεται τότε αντιπαράδειγµα στην πρόταση « : ( )x P x∀ » 

 

Προτασιακός τύπος Είναι αληθής Είναι ψευδής 

( )[ ( )]x P x∀  
Αν για όλα τα χ, η Ρ(χ) 

είναι αληθής 

Αν για ένα τουλάχιστον 

χ, η Ρ(χ) είναι ψευδής 

( )[ ( )]x P x∃  
Αν για ένα τουλάχιστον 

χ,η Ρ(χ) είναι αληθής 

Αν για όλα τα χ, η Ρ(χ) 

είναι ψευδής. 

( )[ ( )]x P x∀ ¬  
Αν για όλα τα χ ,η Ρ(χ) 

είναι ψευδής 

Αν για ένα τουλάχιστον 

χ , η Ρ(χ) είναι αληθής 

( )[ ( )]x P x∃ ¬  
Αν για ένα τουλάχιστον 

χ, η Ρ(χ) είναι ψευδής. 

Αν για όλα τα χ, η Ρ(χ) 

είναι αληθής. 

(( )[ ( )]) ( )[ ( )]x P x x P x¬ ∀ ⇔ ∃ ¬  

(( )[ ( )]) ( )[ ( )]x P x x P x¬ ∃ ⇔ ∀ ¬  
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Σύµφωνα µε τον πιο πάνω ορισµό η έννοια αντιπαράδειγµα εννοείται  

ως «ενάντιο παράδειγµα» δηλαδή «παράδειγµα ενάντια σε ισχυρισµό» . 

Όταν όµως ένα παράδειγµα  δεν πληροί έναν ορισµό , εκτός από 

«αντιπαράδειγµα» το χαρακτηρίζουµε και ως  «µη – παράδειγµα» Αλλά, όπως  

η πρόταση –ισχυρισµός καθορίζει  παραδείγµατα   δύο κλάσεων  , αυτή των 

παραδειγµάτων που τον ικανοποιούν και αυτή των παραδειγµάτων που δεν την 

ικανοποιούν , οµοίως και ένας ορισµός , ορίζει δύο αντίθετες κλάσεις , αυτή 

των παραδειγµάτων που τον ικανοποιούν  και την κλάση των παραδειγµάτων 

που δεν τον ικανοποιούν. Έτσι, αναλογικά,  , λέµε και το µη-παράδειγµα σε 

ορισµό (παράδειγµα µη εκπληρόν τον ορισµό)    και αυτό αντιπαράδειγµα .  

Εδώ υπάρχει και ένα λεπτό σηµείο : Ο ξεπουπουλιασµένος κόκορας του 

∆ιογένη του Κυνικού , ήταν παράδειγµα στον ορισµό του Πλάτωνος και µη-

παράδειγµα (αντιπαράδειγµα)  σε άλλον (κοινής αποδοχής-υπονοούµενο)  

ορισµό .  

 

3.2. Τα είδη του αντιπαραδείγµατος 
 Η γενική ταξινόµηση των αντιπαραδειγµάτων σε σχέση µε την µορφή 

τους περιλαµβάνει  τρεις  βασικές-γενικές  κατηγορίες, αλλά και πολλές ειδικές 

: 

 

1.Ειδικό –αριθµητικό αντιπαράδειγµα: Είναι αυτό που δεν δίνει 

καµία πληροφορία για τον τρόπο κατασκευής του , αλλά ούτε και πώς 

µπορούµε να κατασκευάσουµε άλλο παρόµοιο αντιπαράδειγµα.   

λ.χ. ειδικό αντιπαράδειγµα  συνεχούς συναρτήσεως είναι η 

1 ,
: ( )

1 ,
f f x

αν χ ρητος
µε

αν χ αρρητος
→ =

−
 
 
 

που είναι παντού ασυνεχής.  

2. Ηµι-γενικό αντιπαράδειγµα : Είναι αυτό που µας δίνει πληροφορία 

για τον τρόπο κατασκευής του , µπορούµε από αυτό να κατασκευάσουµε πολλά 

ειδικά (συνήθως άπειρα ) αλλά δεν καλύπτει όλη την υπάρχουσα κλάση 

αντιπαραδειγµάτων. Λόχου χάριν , ηµιγενικό αντιπαράδειγµα συνεχούς 

συνάρτησης είναι η :f → µε 

,
( ) ,

,
a x

f x
x

ρητος
µε α β χ

β αρρητος
 

= ≠ ∀ ∈ 
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Είναι ηµιγενικό αντιπαράδειγµα , αφού για τις διάφορες τιµές των α, β 

λαµβάνουµε απειρία αντιπαραδειγµάτων τα οποία όµως φυσικά , δεν 

καλύπτουν όλα τα αντιπαραδείγµατα, αφού λ.χ. η συνάρτηση :g → µε  

( ) ,
( ) ( , , ) ( ) ( )

( ) ,
h x x

g x h t h x t x
t x x

ρητος
µε συνεχεις στο και χ

αρρητος
 

= ≠ ∀ ∈ 
 

 

είναι ένα ηµιγενικότερο αντιπαράδειγµα , µιας και καλύπτει την προηγούµενη 

κλάση και είναι ευρύτερη αυτής. αλλά και πάλι , δεν καλύπτεται η κλάση όλων 

των αντιπαραδειγµάτων.  Όσο κι αν γενικεύσουµε το προηγούµενο 

αντιπαράδειγµα εισάγοντας πεπερασµένους στο πλήθος ή απείρους κλάδους σε 

ισάριθµες διαµερίσεις του R , ή µεταβάλλοντας  το πεδίο ορισµού, δεν θα 

µπορέσουµε να καλύψουµε µε µια αναλυτική έκφραση την κλάση των παντού 

ασυνεχών συναρτήσεων. Αυτή την κλάση την καλύπτει (όταν υπάρχει) το : 

3. Γενικό αντιπαράδειγµα : Είναι το αντιπαράδειγµα  που αποκαλύπτει 

γιατί µια πρόταση είναι λάθος και προτείνει τρόπο παραγωγής ολόκληρης της 

κλάσης αντιπαραδειγµάτων. Για να συνεχίσουµε στο ίδιο θέµα της συνέχειας,  

ως γενικό αντιπαράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως σε διάστηµα ∆ , θα 

µπορούσαµε να πάρουµε την 0

0 0

( ) ,
: ( )

( ) ,
f x x x

g g x
a f x x x

µε
≠ 

∆ → =  ≠ = 
µε f(x) 

συνεχή συνάρτηση στο ∆ , που µας δίνει τον γενικό τρόπο κατασκευής 

ασυνεχούς συνάρτησης σε ένα µόνο σηµείο της . 

Αυτό φαίνεται καλύτερα  όταν παραλείπουµε σε µια πρόταση µια 

αναγκαία  συνθήκη για την ισχύ της πρότασης. Τότε, όσα παραδείγµατα δεν 

ικανοποιούν την συνθήκη, δεν ικανοποιούν και την πρόταση. Στο θεώρηµα του 

Bolzano η συνθήκη να µην έχει σταθερό πρόσηµο η συνάρτηση στο διάστηµα 

[α,β] είναι αναγκαία. Εποµένως κάθε συνάρτηση που έχει σταθερό πρόσηµο σε 

ένα διάστηµα δεν έχει και ρίζα σε αυτό το  διάστηµα και άρα δεν πληροί το θ. 

Bolzano Έτσι ένα  γενικό αντιπαράδειγµα στο θ. Bolzano είναι κάθε συνάρτηση 

f: [a,b] →   για την οποία ισχύει f(x)>0 [ , ]x a β∀ ∈   ή  f(x)<0 [ , ]x a β∀ ∈ . 

Βεβαίως υπάρχουν και άλλα γενικά παραδείγµατα συναρτήσεων που δεν 

διατηρούν σταθερό πρόσηµο στο [α,β] και δεν πληρούν  το θ. Bolzano , διότι 

δεν είναι συνεχείς ή είναι µεν συνεχείς, αλλά δεν έχουν ετερόσηµες τιµές στα 

άκρα α, β , όπως και άλλα που τα εξετάζουµε στο οικείο κεφάλαιο. 
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Πέραν όµως αυτής της γενικής κατηγοριοποίησης, υπάρχουν και ειδικές 

κατηγοριοποιήσεις ανάλογα µε άλλα χαρακτηριστικά του αντιπαραδείγµατος. 

Παραθέτουµε µερικά παραδείγµατα: 

  Παράδειγµα 1. Έστω η πρόταση: « :| | 0x x∀ ∈ ≠ » . Το στοιχείο χ0=0 είναι 

ένα αντιπαράδειγµα στην πρόταση , αφού 0∈  και  |0|=0 . Προφανώς , για 

την συγκεκριµένη πρόταση , είναι και το µοναδικό αντιπαράδειγµα. 

Παράδειγµα 2.Έστω η πρόταση : « 2: |x x x∀ ∈ > » . Για να δείξουµε ότι είναι 

ψευδής , πρέπει κι αρκεί να αποδείξουµε ότι η αντίθετή της , η 

« 2
0 0 0:x x x∃ ∈ ≤ » Εδώ έχοµε δύο  µόνο δυνατά αντιπαραδείγµατα , δηλ. 

0 {0,1}x ∈  

Παράδειγµα3.(Euler) .Έστω  η πρόταση : 

« 2:ο αριθµός ν 41 ί ών ν ε ναιπρ τος∀ ∈ + + »  Ο ν0=40 είναι ένα 

αντιπαράδειγµά της , αφού 402+40+41=40(40+1)+41=41(40+1)=412.  

Το 41 είναι και το ελάχιστο αριθµητικό αντιπαράδειγµα , αφού για 

ν=0,1,2,3,4,…,39 η πρόταση είναι αληθής. 

Παράδειγµα 4  Έστω η πρόταση : « ν :∀ ∈  2ν>νκ   » είναι αληθής µόνο αν 

ν>κ2 (κ∈ ) . Συνεπώς οι τιµές ν=0,1,2,3,4,…,κ2 , συνιστούν κ2+1 το πλήθος  

αριθµητικά αντιπαραδείγµατα. ∆ηλ. έχω µη φραγµένο πλήθος 

αντιπαραδειγµάτων. 

Παράδειγµα 5 .  (Fermat) Έστω η πρόταση: « :ν∀ ∈  η ακολουθία 

22 1
ν

νχ = + είναι ακολουθία πρώτων αριθµών» Η πρόταση είναι αληθής 

για ν=0 ,1,2,3,4 , όπου οι αντίστοιχοι όροι χ0=3  , χ1=5 , χ2=17 , χ3=257 , 

χ4=65.537 είναι πρώτοι , αλλά όπως έδειξε ο Euler τον 18ο αιώνα 

καταρρίπτοντας τον ισχυρισµό του Fermat , για ν=5 , ο αριθµός 

χ5=
522 =4.294.967.297    αναλύεται σε γινόµενο ως 641 ⋅6700417 και άρα είναι 

σύνθετος. 

Παράδειγµα 6.   (Εικασία Leibnitz ) Έστω η πρόταση «Ο αριθµός   νκ – ν  

όπου κ περιττός , διαιρείται µε τον κ , για κάθε ν ∈  µε 3ν ≥ .» 

Η πρόταση είναι αληθής για ν=3, 5,7 όπως ο ίδιος ο Leibnitz απέδειξε , αλλά ο 

ίδιος γρήγορα βρήκε ένα αντιπαράδειγµα στην εικασία του , αφού ο αριθµός 29-

2 =510 , δεν διαιρείται µε το 9 .(ιστορικό αντιπαράδειγµα) 
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Παράδειγµα 7.  Έστω η πρόταση: «Ο αριθµός Α=991ν2+1 , δεν είναι τέλειο 

τετράγωνο» 

Η ανωτέρω πρόταση δεν είναι αληθής, αλλά το µικρότερο αριθµητικό 

αντιπαράδειγµα που µπορεί να ευρεθεί αποδεικνύεται5 ότι είναι ο απίστευτα 

µεγάλος αριθµός, τάξεως 1028  (:= Όσα µόρια περιέχουν περίπου 6 τόνοι 

σίδερο)  συγκεκριµένα ο ν=12055735790331359447442538767. 

Προσφύγαµε για επαλήθευση (µερική)  στο πρόγραµµα Mathematica 4 , 

όπου πράγµατι λάβαµε την εντυπωσιακή επαλήθευση , δηλ.: 

( 379516400906811930638014896080)2=991*( 120557357903311359447442538767)2+1 

(Θα µπορούσαµε να το χαρακτηρίσουµε ως αντιπαράδειγµα , πρακτικά 

µεγάλης  δυσκολίας)  

Παράδειγµα 8. (17ος αιώνας ) «Οι αριθµοί 31, 331, 3331, 33331,…. Είναι 
πρώτοι» Αντιπαράδειγµα ελάχιστο : 333.333.331=17Χ19.607.843 
Παράδειγµα 9. (Εικασία Euler) «Η εξίσωση χ4+ψ4+z4=ω4 δεν έχει ακέραιες 
λύσεις»  Ο  Noam Elkis το 1988 έδωσε το αντιπαράδειγµα : 
2.682.4404+15.365.6394+18.760.7604=20.615.6734  (όποιος αµφιβάλλει ας 
κάνει την επαλήθευση µε το …χέρι!)  
Παράδειγµα 10.  «∆εν υπάρχει περιττός τέλειος αριθµός» Σε αυτή την 
πρόταση δεν έχει ανακαλυφθεί  αντιπαράδειγµα, αλλά ούτε γνωρίζουµε αν 
υπάρχει τέτοιο αντιπαράδειγµα.. 
 

 

 

3.3.   Λεκτικές διατυπώσεις υποκρύπτουσες αντιπαράδειγµα 
 

Το αντιπαράδειγµα στην µαθηµατική βιβλιογραφία δεν εµφανίζεται πάντα 

µε το όνοµά του. Μάλιστα  αυτό αποτελεί τον κανόνα , καθώς όπως είδαµε ως 

λέξη καθ΄ εαυτή δεν είναι διαδεδοµένη όσο θα έπρεπε , ενώ  ως έννοια φυσικά 

ενυπάρχει αρχαιόθεν και καλύπτεται πίσω από περιφραστικές ονοµασίες  όπως 

«ειδικό παράδειγµα»,  «αντίθετο παράδειγµα», «µη παράδειγµα» , ή (το 

συνηθέστερο) απλώς «παράδειγµα» , αφού  πράγµατι το «αντιπαράδειγµα» 

είναι µεν ένα παράδειγµα όπως και όλα τα άλλα , αλλά  λαµβάνει το πρόσφυµα 

της πρόθεσης «αντί» όταν υπάρχει πρόταση προς την οποία εναντιώνεται. ∆ηλ. 

το αντιπαράδειγµα δεν είναι ένα είδος παραδείγµατος  , αλλά 

                                                 
5 Μπάµπης Τουµάσης «Σύγχρονη ∆ιδακτική των Μαθηµατικών» σελ .310 . Ο συγγραφέας 
παραπέµπει στον Sominsky I.S. (1975) “The Method of mathematical induction” Moscow : Mir 
Publishers.   
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χαρακτηρίζεται έτσι από την χρήση του σε κάποια συγκεκριµένη 

αποδεικτική διαδικασία διάψευσης ενός ισχυρισµού –προτάσεως, σύµφωνα 

και µε τον τεθέντα ορισµό. 

Πρέπει να αναφέρουµε,  ότι τα αντιπαραδείγµατα (µε ένα µακροσκοπικό- εκ 

πρώτης όψεως –γρήγορο κριτήριο )  παρατίθενται συνήθως  στα «σχόλια» ή 

στις «παρατηρήσεις» των διδακτικών εγχειριδίων ή συγγραµµάτων έπειτα από 

τα θεωρήµατα και τους ορισµούς. Όσο περισσότερο διδακτικό είναι ένα 

σύγγραµµα τόσο περισσότερο έχει φωτίσει τα διδακτικά και επιστηµολογικά  

εµπόδια που εκ των πραγµάτων παρουσιάζονται και απαιτούν διευκρίνιση, µε 

σχόλια και παρατηρήσεις. Τα συνήθη λάθη των σπουδαστών είναι ο καλύτερος 

οδηγός. Τα µαθηµατικώς πιθανά  ενδεχόµενα λάθη,  συνήθως είναι άπειρα και 

υπεραριθµήσιµα στο πλήθος. Αν οι σπουδαστές  προτιµούν να κάνουν 

πεπερασµένα ,  µικρού πλήθους και επαναλαµβανόµενα  λάθη ,αυτό υποδηλοί 

κάτι εξαιρετικά σηµαντικό που κρούει τον κώδωνα του διδάσκοντος ως προς 

την ποιότητα του µαθήµατος που γίνεται στην τάξη του. Αυτό είναι ένα 

τεράστιο ζήτηµα παιδαγωγικής υφής που θα το θίξουµε παρακάτω.  

Σε ό,τι αφορά όµως το διδακτικό βιβλίο,  χρειάζονται τα κατάλληλα 

παραδείγµατα  και αντιπαραδείγµατα  που θα διευκρινίζουν ολόκληρο το εύρος 

ενός ορισµού ή όλες τις περιπτώσεις εφαρµογής ενός θεωρήµατος και θα 

προλαµβάνουν τις συνήθεις παρανοήσεις τις οποίες γνωρίζουµε εκ προσωπικής 

ή συλλογικής πείρας , καταγεγραµµένης ή µη.  Έµφαση θα πρέπει να δίνεται 

στα «εφαπτόµενα αντιπαραδείγµατα» δηλ. σε αυτά που δεν εκπληρούν ένα 

θεώρηµα ή έναν ορισµό «πάρα  µία συνθήκη», ενώ εκπληρούν ενδεχοµένως 

όλες τις υπόλοιπες.  

Αλλά ας δούµε πώς και που υποκρύπτονται ή πώς εισάγονται ασκήσεις που 

απαιτούν αντιπαράδειγµα , όπως και  τις αντίστοιχες λεκτικές εκφράσεις που 

συνήθως τα εισάγουν: 

 

i. «∆ίνεται η πρόταση P(x)  και x A∈ . Σε περίπτωση που η Ρ(x) είναι 

αληθής να αποδειχθεί, άλλως να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα» 

 

Το παραπάνω υπόδειγµα είναι ένα κλασικό υπόδειγµα άσκησης ή 

προβλήµατος µε ανοικτή διατύπωση  και κλειστή απάντηση. Μπορεί να δοθεί 
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και µε ανοικτότερη διατύπωση όπως : «Να εξετασθεί η ισχύς της πρότασης 

Ρ(x) , x A∈ »   Συνηθέστατα το Α είναι απειροσύνολο.  Τέτοιες διατυπώσεις 

απουσιάζουν εντελώς από τα εν χρήσει διδακτικά εγχειρίδια της Μ.Ε. ενώ 

συναντώνται στα Πανεπιστηµιακά µαθηµατικά της ηµεδαπής και της 

αλλοδαπής.  

Η έλλειψη ασκήσεων τέτοιας µορφής δεν έχει να κάνει µε το 

αντιπαράδειγµα καθ΄ εαυτό, αλλά µε την απουσία προβληµάτων ανοικτής 

διατύπωσης είτε  ανοικτής απάντησης  , τα οποία υπάρχουν στην Μ.Ε των 

περισσότέρων σχολείων της αλλοδαπής στην Ε.Ε. Η εναρµόνιση της Χώρας 

µας σε αυτό το θέµα µε τα ισχύοντα έχει αρχίσει τα τελευταία χρόνια µέσω 

διαλόγου,  που οριοθετεί,  άλλοτε προφανείς όρους  ( όπως τι είναι άσκηση, 

ποία η διαφορά της από το πρόβληµα, τι σηµαίνει πραγµατικό πρόβληµα τι 

ανοικτό πρόβληµα τι κλειστό κτλ.) και άλλοτε µε την νοµοθετική αναγκαιότητα 

εισαγωγής πραγµατικών προβληµάτων στην διδασκαλία µιας έννοιας ή στους 

εισαγωγικούς διαγωνισµούς (που ευρύτατα επισήµως και ανεπισήµως 

αποκαλούνται  και «εξετάσεις» χωρίς να είναι6.) Σε κάθε περίπτωση γίνονται 

συζητήσεις και διευκρινίζονται κάποιες ορολογίες ώστε να εννοούµε όλοι το 

ίδιο όταν αναφερόµεθα επί των ιδίων και να µην υπάρχει σύγχυση επί των 

ορισµών. Υπάρχουν βεβαίως αρκετά να γίνουν. Σε σχέση όµως µε το 

αντιπαράδειγµα  και την διδακτική του χρήση θα µπορούσε να υπάρχει 

αναφορά του στα διδακτικά εγχειρίδια ή στις οδηγίες προς τους διδάσκοντες τα 

Μαθηµατικά . Μέχρι στιγµής απουσιάζουν τέτοιες αναφορές , αλλά ας 

ελπίσουµε ότι στο µέλλον θα εναρµονισθούµε τουλάχιστον µε τα κοινώς 

ισχύοντα στην υπόλοιπη Ε.Ε. ή των χωρών του ΟΟΣΑ 

 

ii. «Υπάρχει        x A∈  που ικανοποιεί την Ρ(x)» 

 

Εδώ το χ , είναι αντιπαράδειγµα στην υπονοούµενη αντίθετη πρόταση , την 

« Ax ∈∀ ( )P x¬ ». Καµιά φορά τίθεται και µε ερωτηµατική διατύπωση(ανοικτή 
                                                 
6 Ως «εξετάσεις» χαρακτηρίζονται οι δοκιµασίες στις οποίες πάντες οι λαµβάνοντες την βάση 
της βαθµολογίας λαµβάνουν επιτυχή χαρακτηρισµό  , ενώ ως «διαγωνισµοί» οι δοκιµασίες στις 
οποίες επιτυγχάνει προκαθορισµένος αριθµός ανεξαρτήτως βαθµολογικής βάσεως είτε  υπάρχει 
κάποια βάση ως αναγκαία προϋπόθεση, και ταυτοχρόνως ανώτατος- εκ των προτέρων- αριθµός 
επιτυχόντων, µικρότερος του αριθµού των διαγωνιζοµένων.  Με αυτούς τους ορισµούς οι 
Πανελλαδικές «εξετάσεις» είναι «διαγωνισµοί» ∆εν αποκαλούνται µε το ορθό όνοµά τους , όχι 
λόγω άγνοιας των κοινών ορισµών , αλλά  µάλλον για πολιτικούς λόγους. 
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διατύπωση) και έχει διδακτικό ενδιαφέρον όταν η ικανοποίηση της Ρ(x) δεν 

είναι διαισθητικά προφανής.  Για παράδειγµα , λέµε ότι «Υπάρχει συνάρτηση , 

η οποία είναι συνεχής στο  , ενώ δεν παραγωγίζεται πουθενά στο » Εδώ 

η ύπαρξη είναι ενάντια στην ανθρώπινη συνήθη (αλλά και µαθηµατική )  

διαίσθηση που λέει ότι δεν είναι δυνατόν να υπάρχει µια τέτοια συνάρτηση. Ο 

Weierstrass έδωσε ένα τέτοιο ιστορικό αντιπαράδειγµα καταπλήσσοντας την 

µαθηµατική κοινότητα (βλ. Α.7.6. & Β.17.3.1.) Αν  πούµε όµως  «Υπάρχει 

συνεχής συνάρτηση, η f(x)=x2 /R » αυτό αποτελεί ένα λογικό αντιπαράδειγµα 

στην πρόταση «∆εν υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις»  είναι όµως µια 

τετριµµένη  µαθηµατικά και µια ανόητη διδακτικά περίπτωση, αφού  πάντες οι 

άνθρωποι εγγενώς φέρουν την έννοια της συνέχειας γι αυτό και τα πρώτα 

παραδείγµατα ιστορικά και διδακτικά ήταν και είναι  µόνο συνεχείς ή κατά 

τµήµατα συνεχείς συναρτήσεις. Σε αυτό το πλαίσιο,  δύσκολη ήταν και η 

αντίληψη συνάρτησης παντού ασυνεχούς , όπως είναι η συνάρτηση του 

Dirichlet , η οποία  είναι ένα µαθηµατικό αλλά συγχρόνως και ένα πολύ 

χρήσιµο  διδακτικά αντιπαράδειγµα στην (υπονοούµενη) πρόταση «∆εν υπάρχει 

παντού ασυνεχής συνάρτηση στο R   

 

iii. Να αποδειχθεί ότι η συνθήκη Ρ(x) είναι αναγκαία για την ισχύ του 

συµπεράσµατος του θεωρήµατος Θ(x) 

 

Σε ένα τέτοιο υπόδειγµα διατύπωσης υποκρύπτεται αντιπαράδειγµα, 

αφού καλούµεθα να ανακαλύψουµε ένα x0 που ικανοποιεί την 

« 0 0( ) ( )P x xκαι¬ ¬Θ » 

Για παράδειγµα : «∆είξτε, ότι για την ισχύ της Μαθηµατικής Επαγωγής ο 

έλεγχος της Ρ(ν) για ν=1 , είναι απαραίτητος».  

Μπορούµε να θεωρήσουµε την Ρ(ν): «ν=ν+1». Τότε , αν ισχύει για ν=κ , έχω 

κ=κ+1 ⇒ κ+1=κ+1+1 ⇒  κ+1=κ+2 που είναι η Ρ(κ+1) . ∆ηλ. Ρ(κ)⇒Ρ(κ+1) 

και τότε κάθε αριθµός είναι ίσος µε τον επόµενό του και άρα όλοι οι φυσικοί 

είναι ….ίσοι! Σε αυτό το άτοπο καταλήξαµε διότι δεν ελέγξαµε την πρόταση 

για ν=1 που δίνει το  άτοπο 1=2.  
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Στον Απειροστικό Λογισµό έχουν διδακτικό ενδιαφέρον τέτοια 

προβλήµατα , όπου κάποια χαρακτηριστικά,  αναφέρουµε σε όλα τα κεφάλαια 

του Απειροστικού λογισµού στο Β΄µέρος. 

 

iv. Να αποδειχθεί ότι  η πρόταση « x A∀ ∈  ( )P x  »είναι ψευδής. 

 

Εδώ , ευθέως καλούµεθα να ανακαλύψουµε αντιπαράδειγµα , αφού 

έχοµε ένα πρόβληµα  κλειστής διατύπωσης ,  και ανοικτής απάντησης , υπό την 

έννοια , ότι το  αντιπαράδειγµα που καλούµεθα να παραθέσουµε, συνήθως δεν 

είναι µοναδικό . Για παράδειγµα όταν έχω την διατύπωση:  Να αποδειχθεί ότι η 

πρόταση «Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη» είναι ψευδής έχει ως 

σύνηθες και τετριµµένο πλέον ειδικό αντιπαράδειγµα  την f(x)=|x|  /R  , αλλά 

µπορεί να αντιπαρατεθεί  και το ηµιγενικό  f(x)=|x-α|  /R   

 

 

3.4. Η θέση του αντιπαραδείγµατος στην µαθηµατική  

αποδεικτική διαδικασία 
Στα µαθηµατικά  βασικές  µέθοδοι απόδειξης είναι η ευθεία απόδειξη και η 

αντιθετοαντιστροφή  , µε κάποιες παραλλαγές πάνω στις δύο αυτές µεθόδους.  

Έτσι  έχουµε την : 

Ευθεία απόδειξη: Αρχίζουµε από µια πρόταση Ρ , και µέσω µιας αλυσίδας 

συλλογισµών της µορφής «εάν….τότε…» καταλήγουµε στην πρόταση Q . Τότε 

λέµε ότι  P ⇒  Q 

Απόδειξη µε χρήση της αντιθετοαντιστροφής : Εκµεταλλευόµαστε το ότι η 

πρόταση  P Q⇒  ισοδυναµεί µε Q P¬ ⇒ ¬ ∆ηλ. (λεκτικά) αντί να δείξουµε 

ότι P συνεπάγεται Q , αποδεικνύουµε  ισοδυνάµως ότι η άρνηση της Q  

συνεπάγεται την άρνηση της P . Το έτυµον της ονοµασίας της (αντίθετη 

αντιστροφή) περιγράφει πλήρως και την ουσία της αφού όποιος δικαιολογήσει 

µια φορά  την ονοµασία της,  δεν ξεχνά ποτέ και την σηµασία της.   

Απαγωγή εις άτοπον  : Θέλοντας να δείξουµε ότι Ρ ⇒ Q  , υποθέτουµε ότι η Ρ 

δεν συνεπάγεται την Q και καταλήγουµε  µε λογικές διαδικασίες σε κάτι που 

δεν στέκει (άτοπο=: το µη έχον τόπο)  Σε άτοπο καταλήξαµε διότι δεχθήκαµε 
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την µη αλήθεια της συνεπαγωγής, οπότε µε βάση την αρχή της του µέσου ή 

τρίτου αποκλίσεως,  πρέπει να δεχθούµε υποχρεωτικά την ισχύ της 

συνεπαγωγής Ρ ⇒ Q  . 

Απόδειξη µε µαθηµατική (ή τέλεια) επαγωγή : Η γνωστή ειδική αποδεικτική 

µέθοδος για  προτάσεις που αφορούν φυσικούς αριθµούς. 

∆ιάψευση µε αντιπαράδειγµα : Για να διαψεύσουµε τον ισχυρισµό µιας 

πρότασης, αρκεί να βρούµε ένα παράδειγµα που να ικανοποιεί τις συνθήκες της 

πρότασης, αλλά όχι το συµπέρασµά της  

Από τα προηγούµενα µπορούµε να πάρουµε µια ιδέα για την   σηµαντική 

θέση του αντιπαραδείγµατος στην αποδεικτική διαδικασία γενικώς .  

 

 

 

 

4. Η Παιδαγωγική του Αντιπαραδείγµατος. 
 

4.1. Η κλάση των παραδειγµάτων και των αντιπαραδειγµάτων 

 
Κατά  την διδασκαλία εισαγωγής µιας έννοιας ε , διατυπώνουµε τον 

ορισµό της . Καλούµε ως  Κε  το (ιδεατό)  πεδίο κατανόησης της έννοιας ε  . 

Αυτό το πεδίο, ορίζει παραδείγµατα [Π] που πληρούν τον ορισµό ε και µη 

παραδείγµατα ή αντιπαραδείγµατα [Α] που δεν πληρούν τον ορισµό ε . 

Μπορούµε να γράψουµε, ότι το πεδίο πάνω στο οποίο υλοποιείται  η 

κατανόηση της  έννοιας είναι : 

Κε=[Π]∪  [Α]    . Προφανώς [Π]∩  [Α]  ≠ ∅  ,  άλλως θα είχαµε λογική 

αντίφαση αφού θα υπήρχε κάποιο παράδειγµα που θα πληρούσε και δεν θα 

πληρούσε τον ορισµό.  

Έχοµε δηλαδή διαµέριση του πεδίου κατανόησης της  έννοιας Κε  σε δύο  

(ξένες) κλάσεις  ισοδυναµίας, των παραδειγµάτων και των αντιπαραδειγµάτων. 

Στην [Α] ανήκουν όλα τα παραδείγµατα που δεν πληρούν τον ορισµό και στο 

[Π] όλα τα παραδείγµατα που δεν τον πληρούν.  
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Στα ίδια συµπεράσµατα µπορούµε να καταλήξουµε κι αν θεωρήσουµε αντί του 

ορισµού της  έννοιας ε  , ένα οποιοδήποτε θεώρηµα θ , όπου και εκεί έχοµε 

πεδίο κατανόησης Κθ και αντίστοιχες κλάσεις Παραδειγµάτων [Π]  και 

Αντιπαραδειγµάτων [Α].  

Το ενδιαφέρον παιδαγωγικά σηµείο είναι ότι συνήθως για να 

εµπεδώσουµε µια καινούργια έννοια, χρησιµοποιούµε παραδείγµατα , 

παραβλέποντας την χρησιµότητα των αντιπαραδειγµάτων.   Ουσιαστικά 

παραβλέπεται µια κλάση που ανήκει στο πεδίο κατανόησης της έννοιας και η 

οποία είναι εξ ίσου σηµαντική µε την κλάση των παραδειγµάτων. Χάνουµε κατ΄ 

ουσίαν το ήµισυ της προς εµπέδωσιν έννοιας.  Για παράδειγµα: Με το να 

δίνουµε παραδείγµατα µόνο συγκλινουσών ακολουθιών , δεν κατανοούµε  την 

έννοια της σύγκλισης. Πρέπει παράλληλα να δίνουµε και αντιπαραδείγµατα (ή 

µη παραδείγµατα) συγκλινουσών. Αλλά και τα παραδείγµατα , δεν είναι όλα 

ισοδύναµης διδακτικής αξίας . Η κλάση [Π] συνήθως αποτελείται από 

υποκλάσεις  [Π1], [Π2], [Π3], …,[Πν]  αντιπροσωπευτικών  παραδειγµάτων  

όπως και η κλάση [Α] αποτελείται από υποκλάσεις [Α1], [Α2], [Α3],…, [Ακ] 

αντιπροσωπευτικών  αντιπαραδειγµάτων.   

 

Για τα παραδείγµατα  ισχύουν: 

1 2 3 ν[Π ] [Π ] [Π ] ... [Π ] [ ]∪ ∪ ∪ ∪ = Π  

[ ] [ ] , {1,2,3,4,.... }i j i j i jµε νΠ ∩ Π = ∅ ∀ ≠ ∈  

 

Για τα  αντιπαραδείγµατα ισχύουν ανάλογες σχέσεις αν θέσουµε  όπου 

Π,  το Α. 

Ένα παράδειγµα ανήκει ή όχι σε µια συγκεκριµένη κλάση 

αντιπροσωπευτικού παραδείγµατος, αν πληροί ή όχι µια ιδιότητα την οποία 

µπορούµε να καθορίσουµε εκ των προτέρων εµείς και η οποία να έχει ένα 

κάποιο διδακτικό νόηµα. Η ιδιότητα που θα θέσουµε θα έχει µόνο διδακτικό 

νόηµα και άρα θα πρέπει να έχει νόηµα ανθρωποκεντρικό, µαθητοκεντρικό, που 

να έχει σχέση µε ψυχολογικά ή επιστηµολογικά ή διδακτικά εµπόδια  και θα 

λαµβάνει υπ΄ όψιν του πορίσµατα της ψυχολογίας της µάθησης , της γνωσιακής 

επιστήµης , είτε της ψυχολογίας των µαθηµατικών. Με αυτά που γράφουµε , 

ίσως να κοµίζουµε γλαύκαν ες Αθήνας, αλλά θα πρέπει να τονίσουµε ότι τα 
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µαθηµατικά αντικείµενα όπως τα παραδείγµατα, µπορεί να  υπάρχουν σύµφωνα 

µε την Πλατωνική αντίληψη ανεξάρτητα από εµάς στον χώρο των ιδεών , αλλά 

θα πρέπει να προσεγγιστούν από ανθρώπους συγκεκριµένων ηλικιών, εµπειριών 

,νοοτροπίας ,πολιτισµικού επιπέδου, µε δεδοµένα µέσα και σε δοθέντα χρόνο, 

πράγµα που µας επιβάλλει να είµαστε σαφείς ,περιεκτικοί και να επιτυγχάνουµε 

βέλτιστο αποτέλεσµα ,σε ελάχιστο χρόνο. 

Να δούµε µε ένα παράδειγµα , πώς αυτό το λεπτοµερέστερο  

υπόδειγµα (µοντέλο) εφαρµόζεται σε ένα  διδακτικό πρόβληµα του 

Απειροστικού Λογισµού  και συγκεκριµένα στην εισαγωγή της σύγκλισης 

ακολουθίας σε πραγµατικό αριθµό α . 

Η ιδιότητα ταξινόµησης που θα θέσουµε είναι η «πώς κι από πού 

προσεγγίζουν οι όροι µιας συγκλίνουσας ακολουθίας το όριο α» Το κριτήριο 

αυτό δεν τίθεται αυθαίρετα, αλλά θέλει να υπογραµµίσει ένα σύνηθες λάθος –

παρανόηση που έχουν οι µαθητές από την εξωµαθηµατική έννοια «πλησιάζω 

κάπου»  Στην καθηµερινή µας ζωή πλησιάζουµε κάτι  από µία κατεύθυνση . Αν 

είµαστε πάνω σε µια ευθεία όπως εν προκειµένω, πλησιάζουµε ή από αριστερά 

ή από δεξιά µόνο. Το να εκτελώ φθίνουσα ταλάντωση εκατέρωθεν του α δεν 

είναι ένας συνήθης τρόπος προσέγγισης ενός αντικειµένου στον φυσικό κόσµο. 

Επίσης το να ακινητοποιούµαι πάνω σε ένα σηµείο δεν θεωρείται ότι είναι 

«τρόπος προσέγγισης» αλλά ότι έχω φθάσει κάπου. Ακόµα περισσότερο να 

φθάνω στο ζητούµενο σηµείο , να οπισθοχωρώ , να το πλησιάζω περισσότερο 

να φθάνω , να οπισθοχωρώ κ.ο.κ.   Στα µαθηµατικά µέσω της αφαίρεσης έχουν 

νόηµα και τέτοιες «προσεγγίσεις» αφού αυτό νοηµατοδοτεί ο ορισµός της 

σύγκλισης. Μην ξεχνάµε ότι και η λέξη «προσέγγιση» είναι εξωµαθηµατική .  

Λ.χ. το  παράδειγµα της σταθερής ακολουθίας {αν} µε αν=3  που συγκλίνει στο 

3 , δεν πρέπει να το βλέπουµε ως ένα τετριµµένο παράδειγµα σύγκλισης,  αλλά 

µάλλον ως ένα σοβαρό αντιπαράδειγµα  στην κατεστηµένη αντίληψη ότι 

«συγκλίνουσα ακολουθία στο α  είναι µια  ακολουθία της οποίας οι όροι 

πλησιάζουν χωρίς ποτέ να φθάνουν το όριο».  Το να κάνει κανείς «σηµειωτόν» 

πάνω στο όριο χωρίς να βαδίζει έστω και ελάχιστα δεν θεωρείται ότι είναι 

τρόπος πλησιάσµατος µε µια εξωµαθηµατική έννοια. Μην ξεχνάµε, ότι ο  

πρώτος σοβαρός  αριθµητικός  ορισµός της σύγκλισης που δόθηκε από τον 

Cauchy  έλεγε: «Όταν οι διαδοχικές τιµές που παίρνει µια µεταβλητή  

πλησιάζουν συνεχώς σε µια σταθερή τιµή , έτσι ώστε στο τέλος να διαφέρουν 
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από αυτήν κατά µία ποσότητα όσο θέλουµε µικρή, τότε η σταθερή αυτή 

ποσότητα ονοµάζεται όριο των άλλων ποσοτήτων.» Στην   διατύπωση αυτή δεν 

εµπεριέχονται σαφώς οι τελικά σταθερές ακολουθίες που συγκλίνουν. Η 

έκφραση «όσο θέλουµε µικρή» δεν εµπεριέχει  το «δεν διαφέρουν καθόλου» 

ενώ στον  σύγχρονο «ε, δ» ορισµό, εµπεριέχεται µεν, όχι όµως σαφώς για τον 

πρωτοείσακτο µαθητή σε αυτή την έννοια. Γι αυτό και θα πρέπει να γίνεται 

διευκρίνιση , µε ένα παράδειγµα τελικά σταθερής ακολουθίας.  

Έτσι έχουµε τα εξής: 

Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγµατικών αριθµών στον  α∈  
Κλάση Πλήθος 

όρων <α 

Πλήθος 

όρων=α 
Πλήθος 

όρων>α 
  Εκπλήρωση ασθενέστερης συνθήκης από την  

| αν-α | <ε , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

[Π1] πεπ/νο πεπ/νο πεπ/νο ∆εν τις εξετάζει ο Απειροστικός Λογισµός 

[Π2] ∞  πεπ/νο πεπ/νο 0 να α ε< − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

[Π3] πεπ/νο ∞  πεπ/νο 0 να α ε= − <     , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

[Π4] πεπ/νο πεπ/νο ∞  0 να α ε< − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥   

[Π5] ∞  ∞  πεπ/νο 0 να α ε≤ − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

[Π6] ∞  πεπ/νο ∞  0 | |να α ε< − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

[Π7] πεπ/νο ∞  ∞  0 να α ε≤ − <  , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

[Π8] ∞  ∞  ∞  | |να α ε− <   , 0 ( )ν ν ε∀ ≥  

  

[ ]Π

4[ ]Π

2[ ]Π
3[ ]Π

1[ ]Α

2[ ]Α 3[ ]Α

[ ]Α
5Π

6Π

7Π

8Π
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Ο αναγνώστης, µπορεί να δει ότι  οι κλάσεις  [Π2] – [Π8 ] καλύπτουν 

όλες τις δυνατές περιπτώσεις παραδειγµάτων σύγκλισης στο α∈  και ότι εξ 

ορισµού , είναι ξένες ανά δύο. 

Στον αντίποδα έχουµε τις κλάσεις αντιπροσωπευτικών 

αντιπαραδειγµάτων που είναι:  

 

ΜΗ Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγµατικών αριθµών. 

Κλάση Πλήθος οριακών αριθµών 

[Α1
1] Πεπερασµένο 2≥  και όλοι πραγµατικοί 

[Α1] 
[Α2

1] Άπειρο και όλοι πραγµατικοί  

[Α2] Μοναδικός  το + ∞  

[Α3] Μοναδικός,  το - ∞  

[Α4] 
Τουλάχιστον δύο , µε ένα  

 το + ∞  είτε το - ∞  
Στην παραπάνω κατηγοριοποίηση παραδειγµάτων και 

αντιπαραδειγµάτων , µπορούν να προστεθούν και οι πάγιες κατηγορίες του 

ειδικού , ηµιγενικού ή γενικού παραδείγµατος σύγκλισης (Ως γενικό 

παράδειγµα συγκλίνουσας εδώ θεωρείται πάσα ακολουθία που ακολουθεί τον 

γνωστό ορισµό της σύγκλισης.)  

Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι κλάσεις που θεωρούµε είναι  αντικειµενικές, 

στον βαθµό που  υποδηλώνουν σχέσεις εγκλεισµού σε έννοιες επί των οποίων 

υποτίθεται ότι έχει συµφωνήσει ολόκληρη η µαθηµατική κοινότητα7 ,  αλλά 

εξαρτώνται και από τα  κριτήρια που απαιτούµε (υποκειµενικά ) να εκπληρούν. 

Θα µπορούσαµε λ.χ. να βάλουµε στην κατάταξη και την έννοια «φραγµένη 

ακολουθία» Όµως,  σε κάθε περίπτωση ένας  συγγραφέας διδακτικού 

εγχειριδίου Απειροστικού Λογισµού, οφείλει: 

• Να γνωρίζει τις δυνατές κλάσεις χαρακτηριστικών παραδειγµάτων και 

αντιπαραδειγµάτων της έννοιας που θέλει να εισάγει , αναφορικά µε τα 

γνωστά γνωστικά , διδακτικά και επιστηµολογικά εµπόδια . 

                                                 
7 Στην βιβλιογραφία των µαθηµατικών µπορούµε να συναντήσουµε διάφορους µη ισοδύναµους 
ορισµούς  για κάποιες έννοιες , απ΄ όπου πηγάζουν και αρκετές παρανοήσεις και λάθη.  
Εκτεταµένα στην παρούσα εργασία έχουµε σχολιάσει τους  πολυσήµαντους  ορισµούς της 
έννοιας «σηµείο καµπής» 
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•  Να παραθέσει κατάλληλα διδακτικά αντιπροσωπευτικά  παραδείγµατα 

και αντιπαραδείγµατα από όλες τις κλάσεις , ώστε να καλύψει 

νοηµατοδοτικά πλήρως , την πρωτοείσακτη έννοια.  

Ως πρακτική εφαρµογή,  το ανωτέρω περιγραφέν πρότυπο, θα µπορούσε να  

έχει στην αξιολόγηση των υπό κρίσιν διδακτικών εγχειριδίων των µαθηµατικών 

τουλάχιστον από άποψης πληρότητας παρουσιάσεως των εννοιών. Προς τούτο 

απαιτείται η εκ των προτέρων σύνταξη ενός καταλόγου των εννοιών που 

περιέχονται σε ένα  εγχειρίδιο και των κλάσεων παραδειγµάτων που πρέπει να 

περιέχει κάθε έννοια µε την αναγκαία διδακτική τεκµηρίωση. Επίσης των 

κλάσεων των αντιπαραδειγµάτων  της . Το τι είδους βαρύτητα θα επιδείξει σε 

κάθε παράδειγµα κάθε κλάσης ένας συγγραφέας και πώς θα το προσεγγίσει 

είναι εν πολλοίς δικό του  θέµα και ενέχον  αρκετό βαθµό υποκειµενικότητας. Η 

ύπαρξη όµως όλων των κλάσεων παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων µιας 

έννοιας είναι αντικειµενική και δύναται να είναι βασικός κανόνας αξιολόγησης 

ενός διδακτικού εγχειριδίου. Ένας διδάσκων κατόπιν ,  είναι εύκολο να καλύψει 

πλήρως την έννοια αρκεί να γνωρίζει το µοντέλο µας ή να ακολουθεί ένα βιβλίο 

που το έχει λάβει υπ ΄όψιν του.  

Για την περίπτωση λ.χ. της έννοιας της σύγκλισης ακολουθίας µπορούµε να 

κατασκευάσουµε τα παρακάτω : 

 

 

Παραδείγµατα συγκλινουσών ακολουθιών  λ.χ. στο 0 ∈ : 

 

• αν= - 1 0
ν

→  Όλοι οι όροι της (τελικά) είναι αριστερά του µηδενός 

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π2] )] ) 

• 
100

100

1 , 10
0 , 10ν

αν ν
α

αν ν

 ≤ =  
>  

 Οι όροι της (τελικά) είναι µηδέν.  (Αντιπρόσωπος 

της κλάσης [Π3] 

• αν = 1 0
ν

→  Όλοι οι όροι της (τελικά) είναι δεξιά  του µηδενός 

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π4] ) 
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• 
1 , 2

0 , 2 1
ν

αν ν κ
α ν

αν ν κ

 − = =  
 = + 

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π5] ) 

• αν = ( 1) 0
ν

ν
−

→  Οι όροι της  (τελικά) είναι εκατέρωθεν του µηδενός  

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π6] )  

• 
1 , 2

0 , 2 1
ν

αν ν κ
α ν

αν ν κ

 = =  
 = + 

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π7] ) 

• 

1 , 3

0 , 3 1
1 , 3 2

ν

αν ν κ
ν

α αν ν κ

αν ν κ
ν

 = 
 

= = + 
 
 − = +
 

 (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π8] ) 

 

 

Αντιπαραδείγµατα µη συγκλινουσών ακολουθιών στον  α  ∈  

 
 

• ( )1 1 n
nα = + −   έχει δύο οριακούς αριθµούς, το 0 και το 2  

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α1] υποκλάση [Α1
1]) 

• να ν= → +∞  (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α2]) 

• να ν=− → −∞  (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α3]) 

• 








=
  περιττός  αν  0,
άρτιος    αν  

n
n,n

nα έχει δύο οριακούς αριθµούς , το 0 και το +∞  

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α4]) 

• 












=≠

==−
=

πρώτος, αν         ,0

πρώτος,  αν ,1 κ

ppn

ppn
p

p
α

κ

κ
n έχει ως άπειρους οριακούς 

αριθµούς κάθε πρώτο και το 0 . (Οι πρώτοι είναι άπειροι στο πλήθος 

από σχετική πρόταση του Ευκλείδη , ενώ kp qλ≠  για p, q ,πρώτους , και  

κ, λ φυσικούς , λόγω του µοναδικού αναπτύγµατος ενός αριθµού σε 

γινόµενο πρώτων.) (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α1] υποκλάση [Α2
1] ) 
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Εν κατακλείδι, µπορούµε να συνοψίσουµε τα εξής: 

 

Όταν ο διδάσκων εισάγει µια έννοια , πρέπει να γνωρίζει τις συνήθεις 

παρανοήσεις και τα συνήθη λάθη των µαθητών. Ένα σηµαντικό µέρος από αυτά 

τα λάθη προέρχονται  από λανθασµένες νοηµατικές αναπαραστάσεις που 

προκαλούνται εν τω γεννάσθαι και εν τω γίγνεσθαι της οικοδόµησης µιας νέας 

έννοιας , από λανθασµένα µοντέλα, τα οποία µε την σειρά τους  προκαλούνται 

και από ελλιπή  (:=όχι όλων των υποκλάσεων  )παραδείγµατα και 

αντιπαραδείγµατα.   

Θεωρητικά µπορεί ένας µαθητής να γνωρίζει άπειρα παραδείγµατα, 

αλλά επειδή αυτά µπορεί να µην είναι αντιπροσωπευτικά όλων των κλάσεων 

να µην κατανοεί την έννοια της σύγκλισης. Γιατί άραγε ο ορισµός της 

συγκλίνουσας ακολουθίας περιλαµβάνει την απαίτηση η διαφορά αν-α  να είναι 

µέσα σε απόλυτη τιµή; Αυτό καθίσταται φανερό µόνο αν έχουµε τουλάχιστον 

ένα παράδειγµα από την κλάση [Π8] Μόνο ένας αντιπρόσωπος της κλάσης 

[Π8] µπορεί να δικαιολογήσει πλήρως τον ορισµό της σύγκλισης, ενώ το 

σύνολο όλων των προηγούµενων κλάσεων δικαιολογούν µόνο µια 

ασθενέστερη συνθήκη σύγκλισης. .(βλ. πρόλογο αυτόθι) Κατόπιν αυτού   

εισάγεται  η  γεωµετρική ερµηνεία του ορισµού και µόνο τότε η νοητική εικόνα 

που θα σχηµατίσει ο µαθητής µπορεί να είναι πλήρης και άρα ακριβής  Οι 

παλαιότεροι µαθηµατικοί θα ενθυµούνται ότι τα πολύ παλιά εγχειρίδια του 

Γυµνασίου (Σηµερινού Λυκείου) δεν είχαν ούτε έναν αντιπρόσωπο από την 

κλάση   [Π8] , ίσως και από την κλάση [Π3] .Με τα σηµερινά διδακτικά βιβλία 

δεν µπορεί να γίνει σύγκριση, µιας και η έννοια δεν διδάσκεται συστηµατικά, 

κάτι που όµως µπορεί να γίνει στο εγγύς µέλλον . Μπορεί όµως να εισαχθούν 

δραστηριότητες που ήδη µπορεί να υπάρχουν µε άλλη µορφή. Λόγου χάριν αντί 

της συνήθους προσέγγισης του εµβαδού του κύκλου µε πολύγωνα 

εγγεγραµµένα   και περιγεγραµµένα  (ισοσυγκλίνουσες ακολουθίες) θα 

µπορούσε να γίνεται µια απλή θεώρηση- αναφορά , στην ακολουθία που 

δηµιουργείται   µε τα πολύγωνα εγγεγραµµένα και περιγεγραµµένα εναλλάξ  

στον κύκλο.  

Στο ολοκλήρωµα Riemann  (ή και στο απλούστερο Cauchy) πάλι έχοµε 

δύο ακολουθίες προσεγγίσεων του ανωτέρου και του κατωτέρου αθροίσµατος . 
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∆ηλαδή οι γεωµετρικές θεωρήσεις και εποπτείες  που αποκοµίζει στην πείρα 

του  ένας σπουδαστής (έστω κι αν προηγούνται  της έννοιας «σύγκλιση 

ακολουθίας» ) είναι ισχυρές υπέρ της µονόπλευρης σύγκλισης από δύο 

ακολουθίες και γι αυτό πρέπει να υπάρχουν και τα διδακτικά αντιπαραδείγµατα 

για να µην θεωρηθεί ότι δεν προσεγγίζεται κάποιο όριο και αµφίπλευρα από µία 

ακολουθία.   

4.2. Η κατασκευή παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων. 
Η κατασκευή ενός παραδείγµατος που να πληροί κάποιες συνθήκες , 

είναι µια πράξη της οποίας η δυσκολία κυµαίνεται από εξαιρετικά εύκολη, έως 

εξαιρετικά δύσκολη . Για παράδειγµα , µε µια πολυωνυµική έκφραση , ο κάθε 

ένας µπορεί να κατασκευάσει παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως, ενώ 

παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως και πουθενά παραγωγίσιµης κατασκεύασε 

κατά πρώτον µόνο η µαθηµατική ιδιοφυΐα του Weierstrass . Επίσης είναι 

γεγονός , ότι δεν υπάρχει πάντα κάποιος αλγόριθµος κατασκευής ενός 

παραδείγµατος , αφού το ερώτηµα για την ύπαρξή του συνήθως είναι ανοικτό 

και δεν γνωρίζουµε εκ των προτέρων την ύπαρξή του. Η κατασκευή γίνεται µε 

πειραµατισµό πράγµα που συνεπάγεται µεγάλη κατανάλωση χρόνου. Ο 

πειραµατισµός όµως αναπτύσσει µια διαίσθηση του τι είναι αυτό που ακυρώνει 

την εφαρµογή ενός ορισµού ή που διαψεύδει µια πρόταση. 

Για παράδειγµα η κατασκευή µιας συνεχούς και µη παραγωγίσιµης  

συναρτήσεως σε κάποιο σηµείο , προϋποθέτει την ύπαρξη γωνίας8 σε αυτό. Για 

να κατασκευασθεί µια παντού συνεχής και µη παραγωγίσιµη συνάρτηση , θα 

πρέπει να έχει άπειρα στο πλήθος γωνιώδη σηµεία. Αυτό όµως δεν φθάνει, 

αφού µπορεί να έχουµε µια συνάρτηση µε το παρακάτω διάγραµµα που δεν 

ικανοποιεί την απαίτησή µας. 

                                                 
8 Η έννοια «γωνία» µπορεί να εννοείται µε την ευρεία αρχαιοελληνική µαθηµατική σηµασία 
όπου εκτός από τις γνωστές ευθύγραµµες  γωνίες έχουµε και τις καµπυλόγραµµες ή 
µεικτόγραµµες γωνίες.  
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 Έχοµε άπειρα γωνιώδη σηµεία, αλλά κατανέµονται οσοδήποτε κοντά στο (0,0) µόνο. 

 

 

Θα µπορούσαµε να έχουµε και πάλι άπειρα γωνιώδη σηµεία κατανεµηµένα 

απείρως κοντά στο (0,1) , όπως φαίνεται και στο παραπάνω σχήµα.  

Η ιδέα του Weierstrass  έγκειτο στο να πάρει ένα απλό γράφηµα µε ένα 

γωνιώδες σηµείο στην µέση του διαστήµατος ορισµού. Έπειτα  χώρισε  το 

διάστηµα σε ν ζυγά ίσα τµήµατα και   προσέθεσε  ν στο πλήθος  νέα γωνιώδη 

σηµεία . Αυτό επιτυγχάνεται µε το να προσθέσω µια νέα συνάρτηση στην 

αρχική που να έχει ν «δοντάκια» . Στη συνέχεια, κάθε ένα από τα ν ίσα 

κοµµατάκια , τα χώρισε πάλι σε ν ίσα  και  προσέθεσε  µια τρίτη συνάρτηση µε 

ν2 νέα «δοντάκια» Φαίνεται εύλογο ότι πρέπει να προσθέσω άπειρες τέτοιες 

συναρτήσεις . Αλλά όµως το αποτέλεσµα των άπειρων  προσθέσεων  θα πρέπει 

να έχει νόηµα συνάρτησης , δηλαδή να συγκλίνει η σειρά και άρα αυτό µπορεί 
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να επιτευχθεί µόνο αν προσθέτω συναρτήσεις διαρκώς µικροτέρου ύψους 

(µεγίστου) και µάλιστα κατάλληλης µείωσης ώστε το άθροισµα όλων των 

µεγίστων να είναι πεπερασµένος αριθµός. Αυτά ακριβώς υλοποίησε ο 

Weierstrass και πέτυχε µια θαυµαστή συνάρτηση που θα δούµε παρακάτω 

λεπτοµερώς και θα αποδείξουµε τις ιδιότητές της.  

 
Έχω σώρευση άπειρων γωνιακών σηµείων στο σηµείο (0,1) 

 

Τα προηγούµενα ισχύουν κυρίως  στην µαθηµατική έρευνα. Στα πλαίσια 

της διδακτικής των µαθηµατικών όµως τα πράγµατα είναι απλούστερα, αφού ο 

διδάσκων καλείται να παραθέσει γνωστά παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα 

εφαρµόζοντας υπάρχοντες απλούς αλγορίθµους κατασκευής τους. Για 

παράδειγµα µπορούµε να κατασκευάσουµε παραδείγµατα συνεχών 

συναρτήσεων αθροίζοντας συνεχείς συναρτήσεις, ή πολλαπλασιάζοντάς τες ή 

σχηµατίζοντας την σύνθεσή τους. Μπορούµε να κατασκευάσουµε φραγµένη 

ακολουθία εκµεταλλευόµενοι ότι κάθε συγκλίνουσα είναι φραγµένη κ.ο.κ. Εδώ 

η θεωρία υποστηρίζει την κατασκευή των παραδειγµάτων, την οποία ο 

διδάσκων γνωρίζει πριν τον διδασκόµενο και µπορεί να τα ανασύρει 
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καταλλήλως. Στο τέλος εκάστου κεφαλαίου παραθέτουµε κάποιους 

στοιχειώδεις κανόνες κατασκευής βασικών παραδειγµάτων για την περίπτωση 

του Απειροστικού Λογισµού.  

Η κατασκευή  ειδικών  αντιπαραδειγµάτων σε ορισµό έγκειται  στο να 

πάρουµε ένα παράδειγµα και να το αλλοιώσουµε µε τέτοιο τρόπο ώστε να γίνει 

αντιπαράδειγµα. Λ.χ. , αν πάρουµε την συνάρτηση f(x)= 2 /x   δεν είναι 

µονότονη αλλά  η ίδια αναλυτική έκφραση ορισµένη στο [0, )+∞ δίνει γνησίως 

αύξουσα συνάρτηση , η ίδια έκφραση στο ( ,0]−∞  δίνει γνησίως φθίνουσα , 

µεταβολή  του εκθέτη σε περιττό δίνει γνησίως αύξουσα στο , η αρνητική 

προσήµανση αντιστρέφει τα διαστήµατα µονοτονίας, η πρόσθεση θετικής 

σταθεράς καθιστά την εξίσωση f(x)=0 αδύνατη, ενώ η πρόσθεση αρνητικής 

σταθεράς δίνει δύο διαφορετικές ρίζες για την ίδια εξίσωση , η αλλαγή του 

πεδίου ορισµού σε την καθιστά ακολουθία που είναι συνεχής σε κάθε σηµείο 

της , αλλά πουθενά παραγωγίσιµη  κ.ά.  

Εδώ θα πρέπει να αναφέρουµε, ότι υπάρχουν κάποια εντελώς 

χαρακτηριστικά παραδείγµατα τα οποία επειδή εκφεύγουν των συνήθων 

πλαισίων της εποπτείας και διαίσθησης, αλλά παράλληλα έχουν πολλές 

διδακτικές εφαρµογές  στον απειροστικό λογισµό. Το ευχάριστο γεγονός είναι 

ότι είναι ελάχιστα στο πλήθος , πράγµα που καθιστά αναγκαία την κτήση τους 

από σπουδαστές  και διδάσκοντες. Παραθέτουµε κατά βάσιν δύο µόνο, τα οποία 

όµως έχουν εξαιρετικό ενδιαφέρον. 

  

Στις ακολουθίες-σειρές : 

 η αν=(-1)ν , είναι το «διδακτικό πασπαρτού» που ανοίγει πολλά  συνήθη 

ερωτήµατα που δηµιουργούνται κατά την διδασκαλία του κεφαλαίου των 

ακολουθιών-σειρών: 

• ∆εν είναι συγκλίνουσα. 

• Είναι φραγµένη, αλλά δεν είναι συγκλίνουσα 

• Έχει οριακό αριθµό το 1 , αλλά δεν συγκλίνει σε αυτόν 

• Σε κάθε περιοχή του 1 , έχω άπειρο πλήθος όρων της, αλλά το 1 δεν 

είναι όριό της. 

• ∆εν συγκλίνει, αλλά η | αν | συγκλίνει στο 1 . 

• ∆εν συγκλίνει, αλλά η (αν)2 συγκλίνει στο 1 . 
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• ∆εν συγκλίνει, αλλά η 1 1 1ν

ν

α
α

+ = − → −  

• Αν θεωρήσω την αν και την βν=αν+1 , τότε και οι δύο δεν συγκλίνουν, 

αλλά η να 0 0νβ+ = →  

• Οι αν και βν δεν συγκλίνουν, όµως 1 1ν να β = − → −  

• Οι αν και βν δεν συγκλίνουν, όµως 1 1ν

ν

α
β

= − → −  

• 0αν=0 → 0 ενώ η αν δεν συγκλίνει. 

• Η αν  δεν είναι συγκλίνουσα, αλλά έχει δύο συγκλίνουσες υπακολουθίες 

τις α2ν= (-1)2ν → 1 και α2ν+1= (-1)2ν+1 → -1. 

• Η αν  δεν είναι συγκλίνουσα, αλλά έχει άπειρες υπακολουθίες που 

συγκλίνουν στο 1 , τις ακν=(-1)2κν µε κ∈ καθώς και άπειρες που 

συγκλίνουν στο –1 , τις ακν=(-1)2κν+1   κ∈ . 

• Είναι παράδειγµα µη µονότονης ακολουθίας. 

• Η Σειρές ∑
∞

=
−

0
)1(

n

n και ∑
∞

=

+−
0

1)1(
n

n  δεν συγκλίνουν, όµως το άθροισµά 

τους ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

+ →==−−=−+−
0 00

1 000)11()1(])1()1[(
n nn

nnn  

• ∑
∞

=

+ ⋅−
1

1 1)1(
n

n

n
 συγκλίνει. Όµως η ∑∑

∞

=

∞

=

+ =⋅−
11

1 11)1(
nn

n

nn
 αποκλίνει.. 

  

• Η ∑
∞

=
−

0
)1(

n

n  δεν συγκλίνει, διότι η 0)1( →/− n  (είναι αποκλίνουσα). 

Όµως αν εισάγω παρενθέσεις (κάτι που γενικώς δεν επιτρέπεται στις σειρές) 

µετατρέπεται σε  συγκλίνουσα, όπως φαίνεται παρακάτω: 

+−+−+−+−=−∑
∞

=
11111111)1(

0

n

n
 

         (*) +−+−+−+−= )11()11()11()11(  

         +++++= 00000  

         0= . ∆ηλαδή φαίνεται να  συγκλίνει στο 0.  

Έτσι εξηγείται το «παράδοξο» , αφού η ισότητα (*) είναι λανθασµένη. 
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Στις συναρτήσεις , συνέχεια , παραγώγιση και  ολοκλήρωση:  

 

Η συνάρτηση του Dirichlet 1 αν άρρητος
( )

1 αν ρητός
x

f x
x

 
=  − 

 είναι επίσης ένα 

πασπαρτού –διδακτικό παράδειγµα , αφού: 

• Είναι ασυνεχής 

• Είναι ασυνεχής σε  κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της. 

• Οποιοσδήποτε περιορισµός της f σε διάστηµα του R  είναι επίσης 

ασυνεχής. 

• Ως ασυνεχής δεν παραγωγίζεται σε κανένα σηµείο του R . 

• H f είναι ασυνεχής παντού, αλλά η |f| είναι συνεχής παντού. 

• Αν ( ) ( )g x f x= −  τότε και η g είναι ασυνεχής παντού, αλλά η  

     fg(χ)=-1 είναι παντού συνεχής, όπως και η (f-g)(x)=0  είναι παντού 

συνεχής , όπως και η ( ) 1f x
g

= −  είναι συνεχής , όπως και η ( )( ) 1f g x = , 

είναι επίσης συνεχής. 

• Είναι περιοδική µε περίοδο οιοδήποτε θετικό ρητό αριθµό. (Σύµφωνα µε 

άλλο ορισµό της περιοδικής συνάρτησης, δεν είναι περιοδική διότι δεν 

έχει ελάχιστη θετική περίοδο.)  

• Η   f 2  είναι συνεχής, ενώ η f είναι ασυνεχής. 

• Η 1 αν άρρητος
( )

0 αν ρητός
x

h x
x

 
=  

 
 ∆εν εκπληροί τις προϋποθέσεις του 

Θεωρήµατος Bolzano «στον µέγιστο δυνατό βαθµό», ενώ εκπληροί το 

συµπέρασµα «στον µέγιστο δυνατό βαθµό», πράγµα που την καθιστά 

ιδανικό παράδειγµα για την µη ισχύ του αντιστρόφου του θεωρήµατος. 

(Ικανές, αλλά όχι αναγκαίες συνθήκες  , βλ. Β1.6.5)  

• Η f(x) είναι παράδειγµα φραγµένης συνάρτησης. 

• Η f(x) ∆εν είναι µονότονη συνάρτηση. 

• Η f(x)  , όχι µόνο δεν είναι µονότονη στο R, αλλά  δεν υπάρχει 

υποδιάστηµα του R  στο οποίο να είναι µονότονη. 

• Η f(x) ορίζεται στο R και έχει διµελές πεδίο τιµών. 

• Η f(x) ορίζεται στο R και σε κάθε υποδιάστηµα του R  οσοδήποτε 

µικρό, περιέχονται άπειρες θέσεις ακροτάτων της f . 
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• H f(x) /[α,β] είναι φραγµένη και δεν είναι  κατά Riemann 

ολοκληρώσιµη, όµως η |f| καθώς και η f2 είναι Riemann 

ολοκληρώσιµες. 

• Η h(x) / [α,β] , είναι φραγµένη και δεν είναι κατά Riemann-Stieltjes 

ολοκληρώσιµη, είναι όµως κατά Lebesque  

• Η f έχει την εξεζητηµένη αναλυτική έκφραση  

     ( ) 1 2[lim ( ! )]n

n
f x n xσυν π

→∞
= − +  

•  Αν ( ) ( )g x f x= −  τότε και η f  και η g  δεν είναι Riemann 

ολοκληρώσιµες, αλλά το γινόµενό τους  fg(x)=1 , είναι Riemann 

ολοκληρώσιµη συνάρτηση. 

 

Όλα τα παραπάνω καθώς και άλλα σχετικά , τα διαπραγµατευόµαστε στο Β΄ 

µέρος  της εργασίας  στις οικείες θέσεις των κεφαλαίων.  

 

4.3 H Κονστρουκτιβική  παιδαγωγική αντίληψη και το 

αντιπαράδειγµα 
 

Σύµφωνα µε την νεώτερη θεωρία του Οικοδοµισµού (Κονστρουκτιβισµού) , 

υπάρχουν δύο βασικές αρχές: 

1) Η γνώση κατασκευάζεται ενεργητικά από το υποκείµενο και δεν 

συλλαµβάνεται  παθητικά από το περιβάλλον. 

2) Η γνώση είναι µια διαδικασία προσαρµογής µε τον κόσµο των 

εµπειριών και όχι µια διαδικασία ανακάλυψης προϋπάρχοντος κόσµου 

που είναι ανεξάρτητος από τον γνώστη. 

Σύµφωνα µε τις δύο παραπάνω θεµελιώδεις αρχές, δεν είναι οι επεµβάσεις 

των ενηλίκων που επιδρούν στην κατασκευή της γνώσης του παιδιού, αλλά οι 

εµπειρίες του παιδιού από αυτές τις επεµβάσεις, έτσι όπως αυτό τις ερµηνεύει , 

βασιζόµενο στις ήδη υπάρχουσες γνώσεις του.  Ο ενήλικος, δεν µπορεί να 

προκαλέσει εµπειρίες στο παιδί δια µέσου των δικών του εµπειριών.  

      Η κατανόηση  λοιπόν µιας µαθηµατικής έννοιας χάνει τον απόλυτο 

χαρακτήρα της και αποκτά µια οιονεί εξατοµικευµένη  µορφή , η οποία γίνεται 

αντικείµενο διαπραγµάτευσης µέσα στην τάξη.  Έχουµε δηλαδή υιοθέτηση 
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ενεργητικών µεθόδων µάθησης , µέσα από την κατάλληλη σχεδίαση µέσω των 

οποίων θα δώσει ο δάσκαλος στον µαθητή την δυνατότητα να χτίσει την 

µάθηση. Αυτό στα µαθηµατικά γίνεται µε «διαδικασίες λύσης προβλήµατος». 

(Problem Solving)  ή Λυτική προβλήµατος  

Μια τέτοια διαδικασία  σηµαίνει πειραµατισµό, εικασία , δοκιµή  

,διαπραγµάτευση στην αίθουσα, ενεργοποίηση ευρετικών  και ουσιαστικά µια 

καθοδηγούµενη επανανακάλυψη  της γνώσης , η οποία θα περάσει µέσα από τα 

τουλάχιστον γνωστά επιστηµολογικά εµπόδια , από αναµενόµενα σφάλµατα και 

κατ΄ ουσίαν  θα ακολουθήσει το  πρότυπο της επιστηµονικής ανακάλυψης .  

Ένα τέτοιο πρότυπο  , είναι του Lakatos  στο οποίο το αντιπαράδειγµα 

έχει δεσπόζουσα θέση . Το συγκεκριµένο πρότυπο του Lakatos  περιγράφει την 

παραγωγή επιστηµονικής µαθηµατικής γνώσης όπως πράγµατι παράγεται και 

όχι όπως συνήθως παρουσιάζεται.  

Πριν λοιπόν παραχθεί το τελικό µαθηµατικό θεώρηµα ή πρόταση, περνά 

από ενδιάµεσα στάδια λανθασµένων εικασιών που καταρρίπτονται µε 

αντιπαραδείγµατα, γίνεται αναθεώρηση της εικασίας, αναζητούνται νέα 

αντιπαραδείγµατα , βελτιώνονται οι αποδείξεις και τέλος καταλήγουµε στην 

τελική πρόταση. 

Για να τονιστεί η θέση,  παρουσιάζοµε και την αντίθεση ( τον αντίποδα) 

στα  παραπάνω :  

Στα διδακτικά εγχειρίδια η διαδικασία της ανακάλυψης δεν αναφέρεται. 

Αφού η επεξεργασία του θεωρήµατος έχει γίνει µε οποιοδήποτε τρόπο και 

οποιοδήποτε µέσο, αποκρύπτεται και αναδιοργανώνεται προσαρµόζεται , 

συµµορφώνεται  λεκτικά  και συµβολικά µε τους κανόνες της παραγωγικής 

µεθόδου. Οι δάσκαλοι καµιά φορά θέλοντας να παρουσιασθούν ως µέγιστες 

διάνοιες  µπορεί να ακολουθούν την σύνθεση κρύβοντας την ανάλυση ενός 

προβλήµατος . Αυτό προκαλεί τις γνωστές παρενέργειες αν όχι της 

µαθηµατικοφοβίας, τουλάχιστον της µείωσης του ενδιαφέροντος για το 

µάθηµα. 

 Αλλά ας δούµε το πρότυπο (µοντέλο) του Lakatos σε απλοποιηµένη 

µορφή: 
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ΑΠΛΟΠΟΙΗΜΕΝΟ ΠΡΟΤΥΠΟ ΤΟΥ LAKATOS ΓΙΑ ΤΗΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ 

ΑΝΑΚΑΛΥΨΗ 

 

 

 

 

 

Σύµφωνα µε το παραπάνω πρότυπο, η µαθηµατική ανακάλυψη έχει 4 

φάσεις:  

 ∆ιατύπωση της πρωταρχικής εικασίας. 

 Αποδεικτική ανάλυση, κατά την οποία αποσυντίθεται η αρχική εικασία 

σε υπο-εικασίες και λήµµατα. 

 Εµφάνιση γενικών αντιπαραδειγµάτων για την αρχική εικασία. 

 Επανεξέταση της απόδειξης, όπου συνήθως εµφανίζεται ένα ένοχο 

λήµµα  ως µία ουσιώδης υπόθεση η οποία δεν διατυπώθηκε στην αρχική 

ΕΙKΑΣΙΑ 

ΑΠΛΗ ΕΞΕΤΑΣΗ 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

ΑΝΑΣΚΕΥΗ 

ΑΝΑ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ 
Ως αποτέλεσµα από ένα 
ειδικό αντιπαράδειγµα 

Ως αποτέλεσµα από ένα 
γενικό αντιπαράδειγµα 
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εικασία . έτσι, τροποποιείται η αρχική εικασία για να συµπεριλάβει το 

λήµµα ως υπόθεση κτλ. 

Το ερώτηµα είναι αν τα παραπάνω µπορούν να µεταφερθούν στην αίθουσα 

διδασκαλίας. Βεβαίως η απάντηση είναι «Όχι αυτούσια, αλλά κατά διδακτικήν 

αναλογίαν , µέσω καταστάσεων λυτικής προβλήµατος και στα πλαίσια της 

κοστρουκτιβικής  παιδαγωγικής προσέγγισης.» 

 Εποµένως ο διδάσκων θα πρέπει και να έχει εξοικειωθεί µε τα 

αντιπαραδείγµατα θεωρώντας τα ως ισότιµα εργαλεία µε τα παραδείγµατα ,  και 

να ενθαρρύνει τους µαθητές του να τα ανακαλύπτουν.  

 

 

5. Ιστορικά Λάθη-Παράδοξα & Αντιπαραδείγµατα του 

Απειροστικού Λογισµού. 
 

5.1. Η Ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών και ο Βιογενετικός 

νόµος. 
 

Ο Απειροστικός λογισµός ασχολείται µε τον λογισµό των απείρως 

µικρών (όπως υποδηλώνει και το έτυµον της ονοµασίας του ) αλλά και τον 

λογισµό των απείρως µεγάλων. Αρχαιόθεν όµως, είχε καταδειχθεί ότι η 

διαίσθηση όσον αφορά το άπειρο και τις ιδιότητές του, οδηγεί σε σφάλµατα και 

παρανοήσεις καθώς ο άνθρωπος ως πεπερασµένη οντότητα και 

αντιλαµβανόµενος ένα µικρό και πεπερασµένο κοµµάτι του Σύµπαντος,  

δυσκολεύεται  σε άπειρες και απειροστές έννοιες. Αυτή είναι µια εύλογη και 

προφανής εξήγηση που είναι κοντά στην ιστορική  πραγµατικότητα .  

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η παιδαγωγική αξιοποίηση των ιστορικών 

λαθών που διέπραξε ο άνθρωπος στην εξελικτική πορεία του σπουδαίου αυτού 

κλάδου της Μαθηµατικής επιστήµης , αφού φαίνεται να ισχύει ο βιογενετικός 

νόµος ( ή Γενετική αρχή ή Γενετική ανακεφαλαίωση)  , σύµφωνα µε τον 

οποίον «Η οντογένεση επαναλαµβάνει συντόµως την φυλογένεση»  Η κατ΄ 

αναλογίαν µεταφορά του νόµου αυτού στην διδακτική των µαθηµατικών µας 

λέει , ότι ο µαθητής κατά την διαδικασία κατάκτησης (ή δόµησης) της 
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µαθηµατικής γνώσης, θα επαναλάβει τα λάθη των µαθηµατικών που 

ανεκάλυψαν  την αντίστοιχη θεωρία. Βεβαίως έχουν διατυπωθεί αντιρρήσεις 

για την απόλυτη ισχύ του παιδαγωγικού σκέλους του νόµου αυτού9, αλλά η 

βασική του ισχύς είναι θεµελιώδης στην σχεδίαση διδακτικών καταστάσεων 

κατά την εισαγωγή νέων εννοιών.  

Συνεπώς η γνώση εκ µέρους του διδάσκοντα της ιστορικής εξέλιξης των 

εννοιών του απειροστικού Λογισµού εν προκειµένω , αποτελεί εκ των ων ουκ 

άνευ προϋπόθεση για την διδασκαλία του σε µαθητές και σπουδαστές .  

Επ΄ αυτού ενδιαφέρον έχει η σταχυολόγηση  γνωµών κάποιων γνωστών 

επιστηµόνων για την αξία της ιστορίας των µαθηµατικών σε σχέση µε την 

διδακτική τους εφαρµογή: 

Horst Struve :  

-Τα προβλήµατα των µαθητών πολλές φορές είναι επιστηµολογικά (σ.σ. τα 

επιστηµολογικά προβλήµατα είναι πιο γνωστά στην διδακτική µε τον όρο 

«Επιστηµολογικά εµπόδια10») και οφείλονται στην φύση αυτών των εννοιών. 

                                                 
9 Για παράδειγµα , ο Brousseau (1983) υποστηρίζει, ότι παρά την κατάλληλη εκλογή των 
διδακτικών καταστάσεων, σε µερικές περιπτώσεις, το «παλιό» µοντέλο, βγαίνει ενισχυµένο 
µέσα από µια διαδικασία που είχε σκοπό να αντικαταστήσει κάποιο άλλο . Και αυτό γίνεται, 
ακόµα και όταν ο µαθητής πείθεται ότι το «νέο» µοντέλο είναι καλύτερο από το «παλιό» . Εδώ,  
το πεδίο έρευνας ανήκει πλέον στον χώρο της Ψυχολογίας και όχι της Επιστηµολογίας.  
10 Ο Alain Duroux  ορίζει ένα επιστηµολογικό εµπόδιο µε 4 χαρακτηριστικά: 
α)Είναι µια γνώση µε ένα αρκετό πεδίο εφαρµογής (ισχύει προφανώς για το άπειρο στα 
µαθηµατικά) 
β) Αυτή η γνώση προσπαθώντας να εφαρµοσθεί και σε άλλες καταστάσεις , προκαλεί λάθη που 
εντοπίζονται και αναλύονται µόνο σε σχέση µε το εµπόδιο . (Ό,τι ισχύει για το πεπερασµένο, 
δεν ισχύει κατ΄ επέκτασιν και για το άπειρο) 
γ)Το εµπόδιο αντιστέκεται στην προσπάθεια εξειδικευµένης εφαρµογής του. (λ.χ. 
σηµαντικότατο  ποσοστό µαθητών και  σπουδαστών αλλά και κάποιο µη αµελητέο ποσοστό 
εκπαιδευτικών µαθηµατικών στην ερώτηση: «Άθροισµα απείρων στο πλήθος θετικών 
πραγµατικών αριθµών δίνει αποτέλεσµα άπειρο ή πεπερασµένο;» απαντά «άπειρο» παρ΄ότι έχει 

θεωρητικά διδαχθεί (ή και διδάξει) ότι 
1

1 1
2k

k

∞

=

=∑  )  

δ) Η απόρριψη της γνώσης που συναντά επιστηµολογικό εµπόδιο, δηµιουργεί τη νέα γνώση. 
(Εδώ η «γνώση» ότι άπειροι θετικοί έχουν πάντα άπειρο άθροισµα κλονίζεται αποφασιστικά. 
Πρέπει όµως να προκληθεί έντονη και κατάλληλη γνωστική σύγκρουση µε κατάλληλο 
πρόβληµα που θα θέσει το αναφορικό νόηµα της πρότασης. )  
Εξ άλλου η Sierprinska δίνει τον ορισµό του επιστηµολογικού εµποδίου ως εξής: 
Αν το εµπόδιο δεν είναι δικό µας εµπόδιο, ή πιθανόν και δύο άλλων ανθρώπων, αλλά είναι πιο 
πλατειά διαδεδοµένο , ή έχει διαδοθεί κάποια φορά σε κάποιο πολιτισµό, αυτό λέγεται 
επιστηµολογικό εµπόδιο. Η ίδια η φύση των επιστηµολογικών εµποδίων είναι τέτοια , που δεν 
µπορούν να αποφευχθούν και ο ρόλος τους στην σκέψη µας είναι σηµαντικός . 
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-Πρέπει να µελετήσουµε την Ιστορία των µαθηµατικών, γιατί τα προβλήµατα 

που εµφανίσθηκαν , είναι παρόµοια µε αυτά που αντιµετωπίζουν οι µαθητές 

µας. 

Ε.Berbin :  

- Η Ιστορία των µαθηµατικών είναι µια µορφή «θεραπείας» του δογµατισµού 

στην διδασκαλία των µαθηµατικών. 

- -Η ιστορία µας βοηθά να συλλάβουµε την σηµασία και το νόηµα των 

µαθηµατικών εννοιών και θεωριών. 

Paolo Boero : 

- Να οδηγούµε τους µαθητές σε µια διδακτική «προβληµατική» κατάσταση, 

υπoχρεώνοντάς τους να περάσουν από τα ιστορικά στάδια κατασκευής µιας 

έννοιας 

Francesco Speranza : 

-Να παρατηρούµε τα επιστηµολογικά εµπόδια που  έπρεπε    να 

ξεπεράσει η ανθρωπότητα για να περάσει από την µια θεωρία στην άλλη . 

Παρόµοια προβλήµατα αντιµετωπίζουν κι οι µαθητές µας. 
 

5.2. Μεγάλα λάθη , µεγάλων µαθηµατικών! 

 
Η Ιστορία των µαθηµατικών γέµει από λάθη και µάλιστα από λάθη 

γιγάντων της σκέψης. Αυτό δεν θα πρέπει να ξενίζει τον αναγνώστη, αφού είναι 

λογικό οι πρώτοι που θα έλθουν σε επαφή µε τα µεγάλα προβλήµατα και τα 

συνακόλουθα επιστηµολογική εµπόδια που µπορούν να υποκρύπτονται είναι  οι 

ερευνητές µιας επιστήµης . Το παράδοξο είναι να αγνοούνται αυτά τα 

προβλήµατα και να παρουσιάζονται  έννοιες,  που έχουν µια τεράστια ιστορική 

διαδροµή µαθηµατικού κτισίµατος και κατασταλάγµατος , µε 

υπεραπλουστευµένο τρόπο. Με τρόπο ,  που να αγνοεί ή να προσπερνά το είδος 

των διδακτικών και επιστηµολογικών εµποδίων που νοµοτελειακά προκύπτουν 

κατά την διδασκαλία τους. 

Επιστηµονικές ρήξεις µε κατεστηµένες αντιλήψεις γίνονται συνεχώς στην 

ιστορία των θετικών επιστηµών. Ο ∆αρβίνος είναι ένας επιστήµονας που 

προεκάλεσε  τεράστια ρήξη µε τις κατεστηµένες , παγιωµένες αντιλήψεις της 
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εποχής του. Το ίδιο και ο Φρόϋδ µε την ψυχανάλυση, ο Αϊνστάιν µε την γενική 

και ειδική θεωρία της σχετικότητος . 

Η ανακάλυψη της υπεραγωγιµότητας στην Φυσική ακόµα και σε 

θερµοκρασίες –60ο C  κατέστησε µουσειακά τα  µέχρι πρό τινος διδασκόµενα 

βιβλία Ηλεκτρισµού  που έλεγαν  ότι «για όλους τους αγωγούς του ηλεκτρικού 

ρεύµατος ισχύει 0
1(1 )

273
R Rθ θ= + , όπου Rθ η αντίσταση του  αγωγού σε 

θερµοκρασία θ0 C και R0 η αντίσταση του αγωγού στους 00 C. Το υπόδειγµα 

που υποδηλώνεται από τον τύπο αυτό, δίνει µηδενισµό της ωµικής αντίστασης 

ενός αγωγού µόνο στο απόλυτο µηδέν δηλ. τους –2730 C   . Η ανακάλυψη 

υλικού που δεν υπήκουε  στο παλαιό υπόδειγµα (µοντέλο)  ήταν ένα 

αντιπαράδειγµα στο «∆ια κάθε αγωγό…» του υποδείγµατος. 11  

Θα έλεγε κάποιος , ότι τα λάθη στις Φυσικές επιστήµες και οι 

συνεπακόλουθες αναθεωρήσεις των µοντέλων που περιγράφουν την Φύση, 

είναι συχνότατα λόγω της ατελούς επαγωγής που χρησιµοποιούν , δηλαδή 

εξάγουν συµπεράσµατα από το ειδικό για το γενικό , πράγµα που είναι πάντα 

επισφαλές στο «πειραµατικό αντιπαράδειγµα» ή παρατήρηση , που θα 

προκύψει και θα ανατρέψει ή τροποποιήσει την υπάρχουσα θεωρία. Εκ πρώτης 

όψεως υποτίθεται  ότι τέτοια φαινόµενα δεν µπορούµε να έχουµε στον χώρο 

των µαθηµατικών , λόγω της αξιωµατικής θεµελιώσεώς τους και της Ελληνικής 

παράδοσης  της αυστηρής διαπραγµάτευσής τους που κυρίως επέβαλαν τα 

«Στοιχεία» του Ευκλείδη, αφού εδιδάσκοντο σχεδόν ατόφια µέχρι των ηµερών 

µας.  

∆εν είναι φυσικά έτσι, αφού η Ιστορία των Μαθηµατικών όπως προείπαµε γέµει 

λαθών. Ας δούµε µερικά: 

 

                                                 
11 To 1908 o  Onnes το παρετήρησε στους –271ο C , µηδενισµό της ηλ. αντίστασης. Το 1960 
έγινε µια σοβαρή προσπάθεια ερµηνείας του φαινοµένου, καθώς βρέθηκαν υλικά που µηδένιζαν 
την ωµική τους αντίσταση στους –130ο C ,   Τέλει της δεκαετίας του 80 και αρχές της δεκαετίας 
του 90 , έγινε πολύ σοβαρή έρευνα σε τέτοια υλικά , αφού µια από τις πολύ σπουδαίες 
εφαρµογές τους είναι στην κατασκευή κυκλωµάτων  για «γρήγορους» Η/Υ ή και για τραίνα που 
ίπτανται λίγα εκατοστά από το έδαφος για µηδενισµό των τριβών και επίτευξη υψηλότατων 
ταχυτήτων..  
 



 43 

 

 

5.2.1. Η πλάνη του Πυθαγόρα 

 

Στα µαθηµατικά η πρώτη τεράστια ρήξη αναλόγου σπουδαιότητος είναι η 

ανακάλυψη των αρρήτων από τους Πυθαγορείους στον 5ο αιώνα π.Χ. . Η 

παλαιά επιστηµονική κατάσταση έλεγε ότι «Όλοι οι αριθµοί γράφονται υπό 

µορφή κλάσµατος µε ακεραίους όρους» και η νέα ότι «Μερικοί αριθµοί 

γράφονται υπό µορφή κλάσµατος» Αµέσως υποτίθεται ότι όλοι οι 

προγενέστεροι και ο Πυθαγόρας ,«έκαναν λάθος»Την γεφύρωση του χάσµατος 

έκανε ο Εύδοξος γύρω στο 370 π.Χ. που είναι και ο συγγραφέας του πέµπτου 

βιβλίου των «Στοιχείων» µε τον αναθεωρηµένο, εξαιρετικά ιδιόµορφο αλλά και 

ιδιοφυή  ορισµό της αναλογίας , ο οποίος συµπεριελάµβανε και άρρητα µεγέθη 

ή µεγέθη έχοντα άπειρη ανθυφαίρεση.  

 Σήµερα γνωρίζουµε κάτι πάρα  πολύ ισχυρότερο για το πλήθος των 

ρητών και των αρρήτων: Αν βάλουµε σε µια φανταστική κληρωτίδα   όλα τα 

στοιχεία του  µαζί µε όλους τους αρρήτους που µπορούν να προκύψουν ως 

ρίζες πολυωνυµικών εξισώσεων µε ακεραίους συντελεστές , τότε θα έχω όλους  

τους αλγεβρικούς αριθµούς  A . Επί πλέον θέτουµε  στην κληρωτίδα τα 

στοιχεία απείρων  στο πλήθος , (αλλά αριθµησίµων)  αντιγράφων του A .  Αν 

θεωρήσω το σύνολο   Β=(0 , 10-10000000000) που έχει το ελάχιστο «πλάτος» 10-

10000000000 και θέσω στην κληρωτίδα µόνο τα στοιχεία του Β\A , τότε η 

πιθανότητα µε µια δοκιµή να επιλέξω στοιχείο που να ανήκει στο  A  ή σε 

κάποιο αντίγραφό του είναι ….µηδέν! Αυτό το εκπληκτικό και απίστευτο εκ 

πρώτης όψεως γεγονός,   οφείλεται στο ότι το σύνολο των Αλγεβρικών είναι 

αριθµήσιµο , ενώ το Β είναι υπεραριθµήσιµο , και  παράλληλα ισχύει ότι 

«άπειρη αριθµήσιµη ένωση αριθµησίµων συνόλων , δίνει αριθµήσιµο σύνολο»  

Θα µπορούσε το Β να αντικατασταθεί µε το σύνολο του Cantor12  το οποίο είναι 

                                                 
12Το σύνολο του Contor ορίζεται ως εξής:  Θεωρούµε το σύνολο [0,1] . Το τριχοτοµούµε και 

εξαιρούµε το µεσαίο τµήµα του 1 2,
3 3

 
 
 

. Αποµένει το 1 20, ,1
3 3

   ∪      
 κάθε ένα από τα δύο 

τµήµατά του,  το τριχοτοµούµε και εξαιρούµε το µεσαίο κ.ο.κ. επ΄ άπειρον. Το σύνολο που 
προκύπτει από αυτή την επ΄άπειρον διαδικασία λέγεται «Σύνολο του Cantor» και έχει πάρα 
πολύ ενδιαφέρουσες ιδιότητες. (Βλέπε και Σ.Νεγρεπόντης Σ. Γιωτόπουλος Ε. Γιαννακούλιας 
«Απειροστικός Λογισµός» Τόµος Ι. σελ. 260) 
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κι αυτό υπεραριθµήσιµο, αλλά τρόπον τινά «χωρίς µήκος» (αυστηρά  έχει 

µέτρο µηδέν ως προς το σύνηθες µέτρο στο .) 

 

5.2.2.Οι «αδύνατοι αριθµοί» του Euler κ.α. 

 

Το 1770 ο Euler γράφει ότι οι ρίζες των αρνητικών αριθµών είναι 

«αδύνατοι αριθµοί» ενώ ακόµα και µετά 86 έτη  ,  το 1856  ο De Morgan 

γράφει ότι «Το σύµβολο   είναι ανερµήνευτο» Οι Φανταστικοί αριθµοί δεν 

έχουν ακόµη γίνει αποδεκτοί , θα λέγαµε ούτε καν οι αρνητικοί . 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η αυτοβιογραφία του Stendhal13 , στην 

οποία γράφει ότι όταν ήταν 14 ετών (δηλ το 1797 ) δεν µπορούσε να καταλάβει 

τον κανόνα των προσήµων µεταξύ δύο αρνητικών αριθµών. Γιατί δηλαδή 

«πλην επί πλην δίνει αποτέλεσµα συν» Μοιάζει απίστευτο, αλλά ακόµα και το 

1920 δεν είχε δοθεί ικανοποιητική απάντηση σε αυτό το πρόβληµα, παρ΄ ότι η 

εµφάνιση  των αρνητικών αριθµών είναι κατά πολύ παλαιοτέρα. Η ύπαρξη 

αρνητικών αριθµών  στην λύση ενός προβλήµατος µε εξίσωση µάλιστα ήταν 

τόσο ενοχλητική, ως προς  το αναφορικό της  νόηµα , ώστε ο Descartes 

προέτεινε να αλλάζονται οι συντελεστές της εξίσωσης όταν προκύπτουν 

«λάθος» (:=αρνητικές) λύσεις.   

Για να γίνει πλήρως κατανοητό του τι έλεγε ο Descartes δίνουµε ένα 

συγκεκριµένο πρόβληµα : 

«Ο Γιάννης είναι 45 ετών και η κόρη του Ευγενία 12 ετών . Σε πόσα χρόνια θα 

έχει τετραπλάσια ηλικία από την κόρη του;» 

Λύση: έστω ότι αυτό θα επιτευχθεί µετά χ έτη. Τότε θα ισχύει: 

45+χ=4(12+χ) ⇔ 45-48=4χ-χ ⇔ 3χ=-3 ⇔ χ=-1 . Άρα αυτό δεν θα επιτευχθεί 

στο µέλλον, και έχει ήδη πραγµατοποιηθεί πριν ένα χρόνο.  

Ο Descartes για το ίδιο πρόβληµα θα έλεγε ότι κακώς προσθέσαµε το χ 

υποθέτοντας a priori την πραγµατοποίηση του γεγονότος  στο µέλλον  . Θα 

έπρεπε να επαναδιατυπώσουµε το πρόβληµα και να πούµε «πριν πόσα χρόνια 

είχε τετραπλάσια ηλικία»  ,να βάλουµε –χ και να βρούµε χ=1  αποφεύγοντας 

την αρνητική τιµή.  

                                                 
13 Stendhal (Henri-Marie Beyle) 1783-1842 ∆ιάσηµος Γάλλος ευπατρίδης συγγραφέας  . 
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Την ίδια θεώρηση είχε και ο Fermat ,  οποίος και αυτός θεωρούσε ως «λάθος» 

τις αρνητικές ρίζες µιας εξίσωσης.  Σήµερα ίσως να θεωρούµε δεδοµένη την 

«φυσική ερµηνεία» της αρνητικής ρίζας στο πραγµατικό πρόβληµα που θέσαµε 

, αλλά αφού ενοχλείτο   ο Descartes και ο Fermat  , πρέπει να έχουµε 

τουλάχιστον κατά νου ως διδάσκοντες,  κατά πόσο µπορεί να ενοχλείται  και ο  

µικρός Νίκος της Β΄ Γυµνασίου.  

. Στα 1803 ο Carnot γράφει:  

«Έστω η αναλογία 1 1
1 1

−
=

−
 . Αν δεύτερος όρος της αναλογίας (-1) ήταν 

µικρότερος του µηδενός, τότε θα ήταν και µικρότερος του 1 (δηλ. του πρώτου 

όρου της αναλογίας, του 1 ) . Τότε όµως και ο τέταρτος όρος της αναλογίας το 

1, θα ήταν µικρότερος από τον τρίτο (-1) , πράγµα που αποτελεί αντίφαση.»  

Και συνεχίζει ο Carnot : «Λόγω των αρνητικών παίρνουµε και κάτι άλλο 

παράλογο: Το (-3) είναι µικρότερο του (+2) . Εν τούτοις   (-3)2>(+2)2 . ∆ηλαδή 

ανάµεσα σε δύο ποσότητες άνισες, το τετράγωνο της µικρότερης , είναι 

µεγαλύτερο από το τετράγωνο της µεγαλύτερης , κάτι που καταπλήσσει τον νου 

µας»  

Αφού τον 19ο αιώνα διετυπώνεντο τέτοιες απόψεις, είναι φυσικό µάλλον ο 

Wallis γύρω στα 1655  που παρ΄ ότι εισήγαγε τις απειροσειρές τα 

απειρογινόµενα και βρήκε εκπληκτικά αποτελέσµατα στον Απειροστικό 

Λογισµό ως πρόδροµός του, να γράφει14   ότι 1 1
0

και= ∞ − > ∞    

Στην µαθηµατική βιβλιογραφία τα περισσότερα ιστορικά λάθη στις απαρχές 

του Απειροστικού Λογισµού , φαίνεται να τα έχει διαπράξει  ο Euler  , πράγµα 

που ίσως και να συνιστά απόδειξη ότι ήταν ο πλέον παραγωγικός µαθηµατικός 

µετά την Αναγέννηση και ίσως όλων των εποχών. Το πλήθος των 

αποτελεσµάτων που φέρουν το όνοµά του είναι µια ένδειξη. Είναι φυσικό 

λοιπόν να έχει διαπράξει και τα περισσότερα λάθη, µιας και τον 18ο αιώνα που 

έδρασε επιστηµονικά δεν είχε θεµελιωθεί η έννοια της σύγκλισης των σειρών 

και γι αυτό έλεγε λ.χ. ότι 

1 3 5 7 9 11 ... 0− + − + − + =  . Σήµερα αυτό θα µπορούσε να θεωρηθεί 

ασυγχώρητο  λάθος για ένα µαθητή ή πρωτοετή φοιτητή, µιας και η πρώτη 

                                                 
14 Dirk J. Struik  «Συνοπτική Ιστορία των Μαθηµατικών» εκδόσεις Ζαχαρόπουλος 1982 , σελ. 
171. 
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πρόταση   που διδάσκεται στο κεφάλαιο των Σειρών , είναι ότι «Ακαγκαία 

συνθήκη για να συγκλίνει η σειρά 
1

ν
ν

α
∞

=
∑  είναι 0να → » Εδώ έχοµε 

( 1) (2 1)ν
να ν= − +  η οποία δεν είναι καν  συγκλίνουσα και άρα ούτε η σειρά 

είναι δυνατόν να συγκλίνει.  Στην πραγµατικότητα µάλιστα,  δεν υπάρχει σε 

οποιοδήποτε βιβλίο ούτε µία άσκηση µη σύγκλισης σειράς µε γενικό όρο  

αυτού του τύπου (µη συγκλίνουσα ακολουθία )  αφού συγκλίνουσες σειρές 

είναι µόνο κάποιες  απ΄ αυτές που έχουν γενικούς όρους µηδενικές ακολουθίες. 

Έτσι λοιπόν µε την σηµερινή θεώρηση το λάθος φαίνεται  εντελώς 

παιδαριώδες. Τότε, µόνο τέτοιο δεν ήταν, αφού ήταν λάθος ενός πραγµατικού 

γίγαντα των Μαθηµατικών! 

Ο Euler χειρίστηκε απειροσειρές µε αλγεβρικό τρόπο , κάτι που σήµερα 

γνωρίζουµε πώς γενικώς απαγορεύεται. Για παράδειγµα: έπαιρνε τον  τύπο  που 

σήµερα γνωρίζουµε ότι εκφράζει  το  άθροισµα  των απείρων όρων 

γεωµετρικής προόδου  2 3 ......
1

nn n n
n

+ + + =
−

 (1) και τον παρόµοιο τύπο  

2 3

1 1 1 11 ... 1 11

n
n n n n

n

+ + + + = = −
−−

 (2) , τους προσέθετε κατά µέλη και έβγαζε 

το συµπέρασµα ότι 2 3
3 2

1 1 1... 1 ...... 0n n n
n n n

+ + + + + + + + = . (3) 

 Το λάθος αυτό σήµερα θεωρητικά το γνωρίζει ένας µαθητής της Β΄ Λυκείου , 

αφού  η σχέση (1)  ισχύει µόνον όταν |n|<1 (*)ενώ η σχέση (2) ισχύει µόνον 

όταν | 1
n

|<1 | | 1n⇔ > (**)       Οι (*)& (**) δεν συναληθεύουν , συνεπώς η (3) 

δεν ισχύει για κανένα n∈ . Να σηµειωθεί όµως, ότι οι τύποι αυτοί  δεν είχαν 

προκύψει µε απειροστικές διαδικασίες   ,αλλά ο (1) ήταν το ανάπτυγµα του 

διωνύµου   1(1 )n −−   επί το n . Υποτίθεται ότι το διώνυµο του Newton  

αναπτύσσεται  και µε εκθέτη –1, επ΄ άπειρον . Οµοίως και ο τύπος (2) είναι το 

ανάπτυγµα του  11(1 )
n

−− . Με αυτές τις γενικεύσεις του  , ο Euler είχε δεχθεί και 

ως σωστά αποτελέσµατα, που η σηµερινή αναγραφή τους προκαλεί το 

λιγότερο…φρίκη! Συγκεκριµένα , ξεκινώντας από τον τύπο 
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: 1 2 3 4(1 ) 1 .....n n n n n−− = + + + + +  , θέτοντας n =2  έβγαζε την απίστευτη 15 

ισότητα –1=1+2+4+16+….  

Στην θεµελίωση του απειροστικού λογισµού ο Euler  και συγκεκριµένα στο 

έργο του «∆ιαφορικός Λογισµός» που δηµοσίευσε το 1755 , έγραφε ότι µια 

απειροστή ποσότητα είναι αληθινά µηδέν . Συγκεκριµένα: 

 1, ( ) ,na ndx a dx dx dx a dx cdx a dx+± = ± = + = .  Επακριβώς 

έγραφε:  

«Υπάρχουν , εποµένως , άπειρες τάξεις των απείρως µικρών ποσοτήτων. Παρ 

όλο που αυτές οι ποσότητες είναι όλες ίσες µε µηδέν, υπάρχει σαφής διάκριση 

της µιας από την άλλη. Αρκεί να προσέξουµε την αµοιβαία σχέση τους , η 

οποία ερµηνεύεται µε ένα γεωµετρικό λόγο.» 

Βεβαίως την έννοια του απειροστού δεν την είχε διευκρινίσει πλήρως ούτε ο 

ίδιος ο Leibniz που µαζί µε τον Newton  θεωρούνται οι δύο βασικοί 

συνθεµελιωτές του Απειροστικού Λογισµού. Η έννοια του απειροστού ίσως να 

διευκρινίσθηκε µετά από δύο αιώνες στην δεκαετία του 60΄από τον A. 

Robinson µε την θεµελίωση της «µη συµβατικής Ανάλυσης» Γράφουµε «ίσως 

να διευκρινίσθηκε» διότι το αντίτιµο για την «διευκρίνιση»   είναι η µη ισχύς 

του αξιώµατος των Αρχιµήδους  –Ευδόξου. Κατά την γνώµη του γράφοντος 

µάλιστα, µε µια αναλογικότητα ,  θα µπορούσαµε να δούµε αυτό το φαινόµενο 

ανάµεσα στην µη συµβατότητα των νόµων της κλασσικής Φυσικής και της 

Κβαντοµηχανικής, όπως και στην µη συµβατότητα των νόµων της 

µικροοικονοµίας  και της µακροοικονοµίας , δηλαδή ανάµεσα σε µικροκλίµακα 

και µακροκλίµακα. Το προηγούµενο είναι µια ενδιαφέρουσα  ιδέα,  που όµως 

χρειάζεται περαιτέρω  προσέγγιση Επιστηµολογική , Κυβερνητική και ίσως 

Φιλοσοφική. 

Γεγονός όµως ήταν ότι τον 18ο αιώνα επικρατούσε µεγάλη σύγχυση µε τα 

απειροστά αφού η έννοια του ορίου που γνωρίζουµε σήµερα δεν είχε 

θεµελιωθεί. Από την µία µεριά ήταν οι µαθηµατικοί οι οποίοι ήσαν βέβαιοι για 

την ορθότητα των απειροστών , αφού έλυναν πραγµατικά προβλήµατα που δεν 

µπορούσε να λύσει η Γεωµετρία και από την άλλη µεριά ήσαν εκτεθειµένοι 

στην κριτική του Επισκόπου Berkeley ο οποίος επιτέθηκε στην θεωρία των 

                                                 
15 Howard Eves «Μεγάλες στιγµές των Μαθηµατικών µετά το 1650» εκδόσεις ΤΡΟΧΑΛΙΑ τ.2 
σελ. 179 
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ροών16 του Newton  το 1734 µε το κείµενο «The Analyst» (Ο Αναλύστας) 

χλευάζοντας τα Απειροστά που άλλοτε τα θεωρούνε οι µαθηµατικοί ως µηδέν 

και άλλοτε ως µη µηδέν.  Τα παροµοίαζε µε «φαντάσµατα ποσοτήτων που 

απέρχονται» Πίστευε µάλιστα , ότι τα σωστά αποτελέσµατα στα οποία έφθανε ο 

Απειροστικός Λογισµός ήταν αποτέλεσµα αλληλοαναιρούµενων λαθών. Οι 

Ροές του Νεύτωνα ήταν απαράδεκτες για τον Berkeley  . Απευθυνόµενος µέσω 

του βιβλίου του στον «άπιστο Μαθηµατικό» Halley έλεγε: «Αλλά όποιος 

µπορεί να χωνέψει µια δεύτερη ή µια τρίτη Ροή (:=παράγωγο) µια δεύτερη ή 

µια τρίτη διαφορά, δεν χρειάζεται νοµίζω να τον πιάνει δυσπεψία για το 

οποιοδήποτε Σηµείο του Θείου»  

Και αλλού συνέχιζε: «Οι επιστήµονες επιτίθενται στην θρησκεία ως παράλογης. 

Ας βελτιώσουν λοιπόν τον τρόπο µε τον οποίον οι ίδιοι σκέπτονται. Μια 

ποσότητα είναι µηδέν είτε όχι. ∆εν υπάρχει τίποτε ενδιάµεσο.» 

Τους µαθηµατικούς της εποχής του ο Berkeley τους χαρακτήριζε ως ανθρώπους 

που «συνηθίζουν να υπολογίζουν , αντί να σκέπτονται» 

Άλλο ένα σηµαντικά ιστορικό παράδοξο και λάθος που προεκάλεσε µεγάλες 

συζητήσεις είναι η σειρά του Guido Grandi  (1671-1742) Αυτός ήταν ένας 

καθηγητής ιερωµένος από την Πίζα , γνωστός για την µελέτη του για την 

ροδοειδή καµπύλη (σε πολικές συντεταγµένες r(t)=ηµ(ωt)  , ω ∈ ) καθώς και 

άλλων καµπυλών που µοιάζουν µε άνθη. Ο Grandi  ισχυρίζετο, ότι η διπλή 

ισότητα  

1 1 1 1 1 1 1 ........ (1 1) (1 1) (1 1) ....... 0 0 0 0 .......
2

= − + − + − + = − + − + − + = + + + +   

είναι το σύµβολο της δηµιουργίας εκ του µηδενός. Για να τεκµηριώσει το 

(απίστευτο µε τα σηµερινά κριτήρια) εξαγόµενό του, του έδωσε αναφορικό 

νόηµα µε ένα πρόβληµα, σύµφωνα µε το οποίο, ένας πατέρας αφήνει 

κληρονοµιά ένα διαµάντι σε δύο γιους του , υπό τον όρο να µένει το πετράδι 

εναλλάξ στην κατοχή εκάστου αδελφού ανά έτος. Έτσι στον κάθε γιο θα ανήκε 

το ήµισυ.  Πριν καταλήξει σε αυτό το συµπέρασµα , Είχε παρατηρήσει, ότι αν 

αναδιαταχθούν κατάλληλα οι όροι της  
                                                 
16 Σύµφωνα µε την θεωρία των ροών του Newton ,  για να βρει  την «ροή» (:=παράγωγο) της 
συνάρτησης y=x3+1, όπου x έθετε x+0  και σχηµάτιζε  την διαφορά [(χ+0)3 +1]-[χ3+1] . 
∆ιαιρούσε την διαφορά µε το «0» Έκανε απλοποίηση του κλάσµατος  θεωρώντας το «0» ως 
οντότητα µη µηδενική και στην συνέχεια  διέγραφε   όσους όρους περιείχαν το 0 . Έφθανε έτσι  
στο σωστό αποτέλεσµα 3χ2. 
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1 1 1 1 1 1 1 ..........S = − + − + − + − δίνουν ως αποτέλεσµα µηδέν (όπως είδαµε) ή  1 

, διότι αν θέσουµε αλλιώς τις παρενθέσεις, θα έχουµε 

1 (1 1) (1 1) (1 1) ..........S = − − + − + − + 1 0 0 0 0 ......... 1S S⇔ = − − − − − ⇔ =  

 έτσι ο Grandi κατέληξε στο τουλάχιστον µεταφυσικό συµπέρασµα ότι η 

αληθής τιµή του S  είναι η µέση τιµή  του 0 και 1 , δηλ το ½   ,το οποίο ενέδυσε 

και µε την ιστορία του πατέρα µε το διαµάντι.  

Στο αποτέλεσµα  ½ , µπορούµε να φθάσουµε  και µε µια άλλη προσέγγιση: 

1 (1 1 1 1 1 1 1 1 .....)
1

2 1
1
2

S
S S

S

S

= − − + − + − + − + ⇔
= − ⇔

= ⇔

=

 

Το ίδιο απίστευτο αποτέλεσµα ½  υποστήριξε και ο πολύς Leibniz 

υποστηρίζοντας ότι αφού κάνει και 0 και 1 , η «αλήθεια» βρίσκεται στην µέση 

τιµή! 

Σήµερα γνωρίζουµε ότι αυτή η απειροσειρά δεν έχει νόηµα πραγµατικού 

αριθµού και συνεπώς οποιοσδήποτε µαθηµατικός της χειρισµός που την θεωρεί 

a priori ως αριθµό,  δεν έχει νόηµα. 

Ο Cauchy το 1821 διατύπωσε την πρόταση ότι «Αν η (fn) είναι ακολουθία 

συνεχών συναρτήσεων και fn → f , τότε και η f  είναι συνεχής» Η πρόταση αυτή 

σήµερα γνωρίζουµε ότι είναι λανθασµένη (βλ.Β17.1.2) Τα πρώτα 

αντιπαραδείγµατα τα έδωσαν οι  Fourier και  Abel  . Την οριστική απάντηση 

έδωσε ο Seidel17 µετά από 26 χρόνια κάνοντας  το αρχικό χτίσιµο της έννοιας 

της οµοιόµορφης συνέχειας.  

Με το χρόνο συσσωρεύθηκαν πάρα πολλά παράδοξα και έγινε σαφές ότι τα 

µαθηµατικά περνούσαν µια δεύτερη µεγάλη κρίση. Την πρώτη κρίση την έλυσε 

ο Εύδοξος µε την εισαγωγή του νέου ορισµού για την αναλογία. Το τιτάνιο 

έργο για την αυστηρή θεµελίωση του Απειροστικού λογισµού θα το αναλάβουν 

οι Lagrange , Gauss , Cauchy , Riemann  και την προσπάθεια αυτή θα την 

συστηµατοποιήσει τελικώς ο Weierstrass µε την λεγόµενη «αριθµητικοποίηση 

της Ανάλυσης» αφ΄ ενός και την εισαγωγή των «ε, δ , ορισµών» αφ΄ ετέρου. 

 

                                                 
17 Μια εξαιρετική προσέγγιση από επιστηµολογική άποψη στην ιστορική αυτή διαµάχη, έχει 
κάνει ο Lakatos στις «Αποδείξεις και ανασκευές» εκδόσεις ΤΡΟΧΑΛΙΑ σελ.189-209 
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6. Οι Σηµαντικές ιστορικές στιγµές του Απειροστικού 

Λογισµού και το αντιπαράδειγµα. 

6.1. Η ανακάλυψη της αρρητότητας του 2  

Ήδη αναφέραµε , ότι η ανακάλυψη ότι ο λόγος της διαµέτρου 

τετραγώνου προς την πλευρά του , δηλ. το 2  έχει άπειρη (περιοδική)  

ανθυφαίρεση [1,22222222…….]ή (µε σύγχρονο συµβολισµό) εκφράζεται µε 

ένα απέραντο συνεχιζόµενο κλάσµα  της µορφής 11 12 12 12
2 ....

+
+

+
+

+

  ή  δεν 

τίθεται υπό την µορφή κλάσµατος α
β

 µε α, β 

ακέραιους όρους, απετέλεσε αντιπαράδειγµα 

που κατέρριψε τον µέχρι τότε ισχυρισµό του 

Πυθαγόρα και της Σχολής του ότι «όλοι οι 

αριθµοί  και οι µεταξύ τους σχέσεις έχουν λόγο 

ακεραίου προς ακέραιο».   

 

Κατά τον von Fritz18 η ανακάλυψη των αρρήτων 

µεγεθών, πρέπει να αποδοθεί  στον Πυθαγόρειο 

Ίππασο τον Μεταπόντιο, ο οποίος θα πρέπει να 

έκανε την ανακάλυψη σε πεντάγωνο , µιας και 

η  κάτω Ιταλία γέµει κρυστάλλων πυριτίου που 

είναι κανονικά δωδεκάεδρα και σχηµατίζονται 

από κανονικά πεντάγωνα    

Θέλοντας ο Ίππασος να βρει το κοινό µέτρο πλευράς 

και διαγωνίου του κανονικού πενταγώνου µε αµοιβαία υφαίρεση 

(:=ανθυφαίρεση), εκτελεί την σχετική Ευκλείδειο αλγοριθµική διαδικασία. 

Αυτή  συνίσταται στο να βρούµε πόσες ακέραιες φορές η πλευρά χωρά στην 

διαγώνιο (εδώ µία φορά ) και τι περισσεύει.  Στην συνέχεια αυτό που 

περισσεύει  πόσες ακέραιες φορές χωρά στην πλευρά (πάλι µία φορά) και τι 
                                                 
18 Βλέπε και ∆ιονυσίου Α. Αναπολιτάνου «Εισαγωγή στη Φιλοσοφία των Μαθηµατικών» 
εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ 1985 , σελ. 24-27. 

 

 

Το 

κανονικό  

∆ωδεκάεδρο και το επίπεδο 

ανάπτυγµά του σε κανονικά 

πεντάγωνα.  
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περισσεύει19 . Αυτό όµως που περισσεύει την δεύτερη φορά , είναι η πλευρά 

του µικρότερου κανονικού πενταγώνου  . Έτσι , αυτή η αλγοριθµική διαδικασία 

συνεχίζεται επ΄ άπειρον  (όπως φαίνεται στο παραπλεύρως σχήµα) και είναι 

αδύνατον να πάρουµε  ένα κοινό µέτρο , αφού δεν σταµατάει ποτέ. Αν υπήρχε 

όµως κοινό µέτρο, οσοδήποτε µικρό,  αυτή η ανθυφαιρετική διαδικασία θα 

διαρκούσε πεπερασµένα βήµατα, εποµένως δεν υπάρχει κοινό µέτρο µεταξύ 

πλευράς και διαγωνίου κανονικού πενταγώνου! Το άλλο είδος αριθµού που 

δηµιουργείται εδώ εκφράζεται µε την επ΄ άπειρον περιοδική ανθυφαίρεση 

[1,1111111……..] ή το συνεχές άπειρο κλάσµα 

11 11 11 11 11
1 ..........

+
+

+
+

+
+

 το οποίο εκφράζει τον λόγο της χρυσής τοµής 

τον φ , όπου 1 5 1,618.......
2

φ +
=  

 

6.2 To µέρος  είναι πάντοτε µικρότερο του όλου;- Το παράδοξο 

του Γαλιλαίου. 

 
Είναι πάντα όπως νοµίζει  ο πολύς κόσµος το µέρος µικρότερο του όλου; Μέχρι 

την ανακάλυψη των αρνητικών αριθµών αυτό ήταν µια κοινή έννοια στον 

Ευκλείδη20 και µια δεδοµένη αρχή σε όλους τους ανθρώπους:  Αλλά όµως , 

αντιπαραδείγµατος χάριν  ,η ανίσωση  1
2

x x>   µε την απροσδόκητη  

µετάφραση «το ήµισυ είναι µεγαλύτερο του όλου» ,αληθεύει για κάθε x<0 . 

Αυτό και σήµερα αποτελεί  ένα  επιστηµολογικό  εµπόδιο για τα παιδιά του 

Γυµνασίου, αφού η αντίθετη ακριβώς πρόταση αποτελεί «κοινή έννοια» . 

 Τι γίνεται όµως µε τις  άπειρες οντότητες;  
                                                 
19 Σε αυτά τα συµπεράσµατα µπορεί να φθάσει ο αναγνώστης, αρκεί να παρατηρήσει ότι 
δηµιουργούνται συνεχώς ισοσκελή τρίγωνα µε γωνία κορυφής 360 και βάσης 720=2x360 καθώς 
και ισοσκελή τρίγωνα µε γωνία κορυφής 1080 =3*360 και βάσης 360.   
 
20 Η πέµπτη κοινή έννοια στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη «Kaˆ tÕ Ólon toà mšrouj me‹zon 
[™stin].» 
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Ήδη στις αρχές του Ι7ου αιώνα, ο Γαλιλαίος επεξεργάστηκε τα παράδοξα του 

απείρου21, και παρατήρησε ότι είναι δυνατόν να οριστεί µία «1-1» και επί  

αντιστοιχία ανάµεσα στους φυσικούς αριθµούς και τα τετράγωνά τους. Το 

βιβλίο του µε τίτλο «Συζητήσεις και µαθηµατικές αποδείξεις για δύο νέες 

επιστήµες που αναφέρονται στη µηχανική και στις τοπικές κινήσεις» (1638) 

περιλαµβάνει ένα διάλογο στον οποίο o Salviati, εκφράζοντας τις ιδέες του 

Γαλιλαίου, λέει τα ακόλουθα: 

«Ό,τι είπαµε αφορά ένα πλήθος δυσκολιών που ανακύπτουν διότι, όταν 

χρησιµοποιούµε τις περιορισµένες νοητικές µας ικανότητες για να συζητήσουµε 

σχετικά µε το άπειρο, αποδίδουµε σ’ αυτό ιδιότητες που γνωρίζουµε από 

πράγµατα πεπερασµένα και φραγµένα. Τούτο όµως είναι εσφαλµένο, διότι 

ιδιότητες όπως το µεγαλύτερο ή το µικρότερο µέγεθος και η ισότητα δεν 

εφαρµόζονται στο άπειρο· δεν µπορούµε να πούµε ότι ένα άπειρο είναι µικρότερο 

από ένα άλλο, ή ότι ένα άπειρο είναι ίσο µε ένα άλλο.» 

Για να αποδείξει την ιδέα του, o Salviati επισηµαίνει ότι, αφ’ ενός, «τα 

τετράγωνα είναι τόσα όσες και οι ρίζες, αφού κάθε τετράγωνο έχει τη ρίζα του 

και κάθε ρίζα το τετράγωνό της· κανένα τετράγωνο δεν µπορεί να έχει 

περισσότερες από µία ρίζες, και καµία ρίζα περισσότερα από ένα τετράγωνα ... 

Επίσης, οι ρίζες είναι τόσες όσοι και οι αριθµοί, διότι δεν υπάρχει αριθµός που 

δεν µπορεί να γραφτεί ως ρίζα κάποιου τετραγώνου· επειδή έτσι έχουν τα 

πράγµατα, πρέπει να παραδεχτούµε ότι τα τετράγωνα είναι τόσα όσοι και οι 

αριθµοί.….» 

αλλά, αφ’ ετέρου 

«το πλήθος των αριθµών —τετραγώνων και µη— είναι µεγαλύτερο από το 

πλήθος των τετραγώνων,» 

και επίσης, «όσο προχωρούµε προς µεγάλους αριθµούς, το πλήθος των τε-

τραγώνων µειώνεται συνεχώς και ταχύτατα.» 

Σύµφωνα µε τον Salviati, µόνο ένας τρόπος υπάρχει για να αποφύγουµε την 

παραπάνω αντίφαση: 

                                                 
21 Το καλύτερο στα Ελληνικά βιβλίο για το µαθηµατικό άπειρο , είναι το «Αναζητώντας το 
άπειρο» του Naum Yakovlevich  Vilenkin.  Είναι ένα µικρό βιβλίο, εξαιρετικά εκλαϊκευµένο 
και ταυτόχρονα εξαιρετικά επιστηµονικό και πλήρες , πράγµα που υπό συνήθεις  προϋποθέσεις 
θα αποτελούσε αντίφαση. Η φαινοµενική  «αντίφαση» αίρεται µε  τη µαεστρία και πληρότητα 
που παρουσιάζει το θέµα ο συγγραφέας και  µε την άρτια µεταφραστική εργασία που έχει γίνει.  
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«∆εν βλέπω άλλη λύση από το να παραδεχτούµε ότι υπάρχουν άπειροι αριθµοί, 

άπειρα τετράγωνα και άπειρες ρίζες. ∆εν µπορούµε να πούµε ότι τα τετράγωνα 

είναι λιγότερα από τους αριθµούς ή ότι οι αριθµοί είναι περισσότεροι από τα 

τετράγωνα: σε τελική ανάλυση, οι ιδιότητες της ισότητας και του µικρότερου ή 

του µεγαλύτερου µεγέθους είναι εφαρµόσιµες µόνο στις πεπερασµένες ποσότητες, 

και όχι όταν ασχολούµαστε µε το άπειρο.» 

Ουσιαστικά, τα παραπάνω δείχνουν ότι ο Γαλιλαίος είχε επίγνωση της έννοιας 

της αµφιµονοσήµαντης («1-1» και επί )  αντιστοιχίας, είχε αντιληφθεί ότι µια 

τέτοια αντιστοιχία µπορεί να οριστεί ανάµεσα στους φυσικούς αριθµούς και τα 

τετράγωνά τους, και ότι, συνεπώς µπορούσε κανείς να πει ότι τα εν λόγω 

σύνολα έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. Είχε αντιληφθεί, επίσης, ότι είναι 

δυνατό το µέρος να είναι ίσο µε το όλον στην περίπτωση ενός απειροσυνόλου. 

Κατέληξε όµως στο λανθασµένο συµπέρασµα ότι όλα τα άπειρα είναι ίδια. 

Αυτό ισχύει όσον αφορά τα υποσύνολα του συνόλου   των φυσικών αριθµών, 

τα οποία έχουν άπειρα στοιχεία που είναι δυνατόν να αριθµηθούν. 

Ο Γαλιλαίος δεν µπορούσε να φανταστεί ότι το σύνολο των σηµείων ενός 

διαστήµατος δεν είναι δυνατόν να απαριθµηθεί Όπως οι αρχαίοι ατοµικοί 

φιλόσοφοι, υπέθεσε και αυτός ότι ένα διάστηµα αποτελείται από άπειρο πλήθος 

αδιαίρετων µερών τα οποία µπορούν να αριθµηθούν. Το αντιπαράδειγµα εδώ 

θα έλθει από τον Cantor και το περίφηµο διαγώνιο επιχείρηµά του, που θα 

δούµε παρακάτω. 

 

6.3. O Cantor ανακαλύπτει την άλλη διάσταση του απείρου. Το 

ισοπληθικό µε το !και το  

 

Έτσι,   οι άρτιοι φυσικοί παρ΄ ότι φαίνονται να είναι  οι µισοί σε σχέση µε 

όλους τους φυσικούς , υπάρχει  απεικόνιση f από το στο σύνολο των 

αρτίων µε  ( ) 2f n n=  που είναι «1-1» και επί. Οµοίως και το παράδειγµα του 

Γαλιλαίου αντιστοιχίζει τους τετράγωνους φυσικούς µε όλους τους φυσικούς, 

παρ΄ ότι οι τετράγωνοι  εµφανίζονται µε όλο και µικρότερη συχνότητα 

αυξανοµένου του n . Αυτό µπορεί να το διαπιστώσει κάποιος αν θεωρήσει την 

ταυτότητα 2 2( 1) 2 1n n n+ − = +  η οποία κατ΄ ουσίαν λέει  ότι η απόσταση δύο 

διαδοχικών τετραγώνων είναι (σχεδόν) ανάλογη  του n , ή αλλιώς, η απόσταση 
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µεταξύ δύο διαδοχικών τετραγώνων δεν είναι φραγµένη και άρα µπορεί να γίνει 

απεριόριστα µεγάλη. Ο Γαλιλαίος  αντί για τα τετράγωνα θα µπορούσε να 

θεωρήσει του κύβους ή και οποιαδήποτε δύναµη που η κατανοµή τους στο  

φαίνεται να είναι ακόµα «πιο αραιή» από τα τετράγωνα και να καταλήξει στο 

ίδιο συµπέρασµα. Φαίνεται λοιπόν,  ότι κάθε  γνήσιο αλλά άπειρο  υποσύνολο 

του  να είναι ισοπληθικό   µε το ίδιο το . Τι γίνεται  όµως µε τα 

υπερσύνολα του ;  Για το  έχω ότι κι αυτό έχει τον ίδιο πληθικό αριθµό µε 

το , αφού µπορώ να ορίσω συνάρτηση  

2 , 0
: ( )

1 2 , 0
z z

f f z
z z

αν
µε

αν
≥ 

→ =  − − < 
 

η οποία όπως µπορούµε εύκολα να δείξουµε είναι «1-1» και επί. 

Για το  ήλπιζε ο o Cantor ,  ότι δεν θα είναι ισοπληθικό  µε το .22 Μην 

ξεχνάµε ότι το  είναι πυκνό στο 23και φυσικά πυκνό και στον εαυτό του. 

Παρ΄ όλα αυτά έκπληκτος ανεκάλυψε ότι κι αυτό είναι του ιδίου πληθικού 

αριθµού , αφού κατόρθωσε να θέσει σε «1-1» και επί αντιστοίχιση τα στοιχεία 

του  µε τα στοιχεία του , όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 

1
1 1 1 1

5
1 2 3 4 .........

2
2 2 2 2 .........5
1 2 3 4

3
3 3 3 3

5 .........
1 2 3 4

4
4 4 4 4

5 ........1 2 3 4

→ →

↓  

 Για να εξηγηθεί αυτή η «βουστροφηδόν» διαγώνια απαριθµητική 

διάταξη, πρέπει να παρατηρήσουµε τα εξής: 

                                                 
22 Υπενθυµίζουµε ότι τον πληθικό αριθµό των φυσικών τον   απεκάλεσε ο Cantor  «άλεφ 
µηδέν» χρησιµοποιώντας το πρώτο γράµµα του Εβραϊκού αλφαβήτου άλεφ µε δείκτη µηδέν :  

0ℵ  Τον ίδιο πληθικό αριθµό έχουν και όσα σύνολα µπορούν να τεθούν σε «1-1» και επί 

αντιστοίχιση µε το . 
 
23 «Το Q είναι πυκνό στο R»σηµαίνει , ότι  ανάµεσα σε δύο πραγµατικούς  (οσοδήποτε 
κοντινούς) πάντα υπάρχει ρητός. 
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Στην πρώτη σειρά γράφουµε όλα τα κλάσµατα που έχουν αριθµητή το 1 , στην 

δεύτερη όλα τα κλάσµατα µε αριθµητή το 2 , στην τρίτη όλα τα κλάσµατα µε 

αριθµητή το 3 , κ.ο.κ. Έτσι, ένα κλάσµα µπορεί να επαναλαµβάνεται άπειρες 

φορές, (π.χ. 1 2 3 .......
1 2 3

= = = )αλλά αυτό δεν επηρεάζει την απαρίθµηση αφού 

σαρώνονται όλοι οι ρητοί έστω κι αν κάποιοι  σαρώνονται άπειρες φορές24 .  
 

6.4. Το Í είναι ισοπληθικό µε το σύνολο À των αλγεβρικών! 

 
  Υπενθυµίζουµε, ότι αλγεβρικοί είναι όλοι οι αριθµοί που µπορούν να 

προκύψουν ως ρίζες πολυωνύµων µε ακεραίους συντελεστές. Προφανώς όλοι 

οι ρητοί είναι αλγεβρικοί , αλλά και κάθε αριθµός που µπορεί να προκύψει ως 

εξαγόµενο ρητών µέσα από µια παράσταση που περιέχει πεπερασµένες φορές25 

τα σύµβολα της πρόσθεσης της αφαίρεσης του πολλαπλασιασµού της διαίρεσης 

της ύψωσης σε δύναµη και της εξαγωγής ρίζας οιασδήποτε τάξεως . 

Ουσιαστικά , οι αλγεβρικοί περιέχουν όλους τους ρητούς και όλες τις ρίζες 

ρητών οιασδήποτε τάξεως. Η απόδειξη χρησιµοποιεί την έννοια του ύψους ενός 

πολυωνύµου: 

 Αν Ρ(χ)=ανχν+αν-1χν-1+…+α1χ+α0  µε αi h 1∈ και ≥ ∈ και  αν 0≠ ,και 

Ρ(χ)=0 , τότε ως ύψος h ορίζουµε τον αριθµό h=ν+α0+|α1|+|α2|+…+|αν| . Μπορώ 

να θεωρώ πάντα ότι α0>0 χωρίς βλάβη της γενικότητας , (διότι αν α0<0 , 

αλλάζω τα πρόσηµα στην εξίσωση και έχω µια ισοδύναµη.)  Προφανώς 

h h 1∈ και ≥ . Επίσης εύκολα φαίνεται, ότι  υπάρχουν πεπερασµένα στο 

πλήθος πολυώνυµα µε δεδοµένο ύψος h.  Γνωρίζουµε επίσης, ότι ένα 

πολυώνυµο βαθµού ν έχει το πολύ ν διαφορετικές ρίζες. Με βάση αυτά , 

µπορούµε να βάλουµε σε µια σειρά όλους τους αλγεβρικούς αριθµούς που 

                                                 
24 Στην πραγµατικότητα, όλοι οι ρητοί σαρώνονται άπειρες φορές, αφού ο τυχών κ

λ
µε (κ,λ) =1 

εµφανίζεται πρώτη φορά   στην κ –οστή γραµµή και στην λ-οστή στήλη, αλλά και στην νκ-οστή 
γραµµή και νλ-οστή στήλη, για κάθε ν∈ δηλ. κάθε ρητός σαρώνεται άπειρες (αριθµήσιµες) 
φορές.  
 
25 Η πεπερασµένη εφαρµογή των πράξεων είναι αναγκαία, διότι επί αντιπαραδείγµατι, 

1 1 1 1 11 ...
1! 2! 3! 4! !

e+ + + + + + =

και ο e  αποδεικνύεται ότι δεν είναι αλγεβρικός είναι δηλ. είναι 

υπερβατικός. Η πλήρης και λεπτοµερής απόδειξη αυτού υπάρχει στο διαδίκτυο σε εργασία του 
υποφαινοµένου και µπορεί να αναζητηθεί µε τις λέξεις –κλειδιά «υπερβατικότητα , e, π »  
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προκύπτουν από πολυώνυµα ύψους h=1 , αφού  είναι πεπερασµένοι στο 

πλήθος,  παραλείποντας όσους τυχόν επαναλαµβάνονται.  . Στην δεύτερη σειρά  

, οµοίως  µπορούµε να καταγράψουµε όλους τους  αλγεβρικούς που 

προκύπτουν από πολυώνυµα ύψους  h=2 κ.ο.κ. Έτσι µπορούµε να τους 

απαριθµήσουµε όλους , αντιστοιχίζοντάς τους κατ΄ ουσίαν µε όλα τα στοιχεία 

του Í ! 

 
6.5.  To (0,1) έχει περισσότερα στοιχεία από το Í ! 

 Μετά από αυτό ο Cantor άρχισε να πιστεύει ότι  και το σύνολο (0,1) έχει 

πληθικό αριθµό 0ℵ , αλλά  προς µεγάλη του έκπληξη δεν ήταν έτσι! …... 

Υπέθεσε ο Cantor   ότι υπάρχει απαρίθµηση για όλους τους αριθµούς του (0,1) . 

Τότε όµως  θα µπορούσαµε να τους γράψουµε σε µια σειρά όπως στο 

παρακάτω σχήµα µε το δεκαδικό τους ανάπτυγµα. Η δεκαδική ανάπτυξη  είναι 

µοναδική,  αν απαιτήσουµε  όταν τυχαίνει ο αριθµός να είναι σε µορφή  µε 

περιοδική µορφή µε περίοδο το 9 ,  και  το τελικό δεκαδικό τµήµα του  είναι 

……α9999999999999……., τότε να τίθεται στην ισοδύναµη µορφή του 

(α+1)0000000000……….όπου α ψηφίο διάφορο του 9 . 

Π.χ. 0,699999999……=0,7 ή  0,8999999999…….=0,9  ή 

0,45679999999……=0,4568 
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 Θεώρησε έπειτα ο Cantor  τον αριθµό 1 2 3
1 2 30, ...... ......n

na a a a a=  ο οποίος 

προκύπτει αν πάρουµε τα διαγώνια στοιχεία των αριθµών που έχοµε µέχρι 

στιγµής υποθέσει ότι έχουν αντιστοιχηθεί µε το .  

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε τον αριθµό 1 2 30, ...... ........nβ β β β β=  

σύµφωνα µε τον εξής (ελεύθερο26) κανόνα 
1 2 3

1 1 2 2 3 3, , ,....., ......n
n nβ α β α β α β α≠ ≠ ≠ ≠  Τότε ισχυριζόµαστε ότι ο αριθµός  

β που κατασκευάσαµε, δεν ανήκει στην απαρίθµηση  του (0,1) που έχοµε 

θεωρήσει, διότι διαφέρει από κάθε ένα τουλάχιστον κατά το διαγώνιο ψηφίο εκ 

κατασκευής. Φθάσαµε εποµένως σε άτοπο υποθέτοντας ότι όλα τα στοιχεία του 

(0,1) απαριθµούνται . Εποµένως τα στοιχεία του (0,1) δεν είναι δυνατόν να 

τεθούν σε αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µε το . 

Έκτοτε η απόδειξη  αυτή λόγω της κατασκευής της , έµεινε στην 

Ιστορία των Μαθηµατικών ως  «∆ιαγώνιο επιχείρηµα του Cantor» 

Στην συνέχεια ο Cantor  συνέχισε την εργασία του και φάνηκε ότι το (0,1) είναι 

ισοπληθικό µε οποιοδήποτε διάστηµα (α,β)  µε α, β >0 οσοδήποτε µεγαλύτερου 

πλάτους όπως φαίνεται από το παρακάτω σχήµα: 

Από τα όµοια τρίγωνα ΑΒ1∆1 και ΑΒ∆  έχουµε ότι: 

 1 0
( )

AB x
AB f x a

−
=

−
(1) 

Από τα όµοια τρίγωνα ΑΒ1Γ1 και ΑΒΓ  έχουµε ότι 

1AB 1 0
ΑΒ β α

−
=

−
 (2) 

Από (1) και (2) έχουµε ότι  

( ) ( )f x β α χ α= − +  

η οποία αν οριστεί µε πεδίο ορισµού το (0,1) , έχει πεδίο τιµών το (α,β) και 

είναι «1-1» και επί. 

Αναλόγως εργαζόµαστε και όταν το (α,β) είναι µικροτέρου πλάτους είτε  τα α, β 

παίρνουν αρνητικές τιµές. 

 

                                                 
26 Χαρακτηρίζουµε ως «ελεύθερο» τον κατασκευαστικό κανόνα διότι ο β δεν προκύπτει 
αναγκαστικά µονοσήµαντα. Θα µπορούσαµε να τον «στενέψουµε»  για να προκύπτει ο β 

µονοσήµαντα θέτοντας λ.χ.  2 2

1 2

n
n

n n
n

n
αν α

β
αν α

 ≠ = ∈ 
=  

 

Β1
Γ1

B Γ

A

∆

∆1

0 1

α β

χ

f(x)
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6.6. Το ευθύγραµµο τµήµα είναι ισοπληθικό σε σηµεία µε ηµιευθεία ή µε  

ευθεία! 

 

Αν για τα διαστήµατα φαίνεται τρόπον τινά «φυσιολογική» η ισοπληθικότητα,  

δεν συµβαίνει το ίδιο ανάµεσα σε ευθύγραµµο τµήµα και ηµιευθεία  όπως και 

ανάµεσα σε ευθ. τµήµα και ευθεία . Ο Λόγος είναι το πεπερασµένο του µήκους 

για το ευθύγραµµο τµήµα και το άπειρο του µήκους για ηµιευθεία και ευθεία. 

Και εδώ όµως, έχω ισοπληθικότητα όπως φαίνεται από τα παρακάτω 

γεωµετρικά υποδείγµατα: 

O

Γ

Α

Β

Π

Ρ

Π1

 
Το ΟΑΒΓ είναι τετράγωνο27. Το ΟΑ είναι το διάστηµα [0,1] . Π1 είναι το τυχόν 

χ που ανήκει στο [0,1] . Το Π1 , απεικονίζεται µε την κάθετη στο σηµείο Ρ της 

διαγωνίου ΟΒ και έπειτα µέσω της προέκτασης της ΓΡ , το Π1  απεικονίζεται 

στο Π της ηµιευθείας. Από τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ΟΠΓ και Π1ΠΡ , έχοµε 

την ισότητα λόγων 
1

ΟΠ ( ) 1 (1)
( )
f x

f x x x
ΟΓ

= ⇔ =
ΟΠ − ΟΑ ΡΠ −

 

Από την (1) τελικά παίρνουµε ότι ( )
1

xf x
x

=
−

 της οποίας αν θεωρήσουµε 

πεδίο ορισµού το [0,1)  έχει πεδίο τιµών το [0, +∞ ) και είναι «1-1» και επί.  

      Η δικαιολόγηση της αµφιµονοσήµαντης αντιστοίχισης µπορεί να γίνει είτε 

µε γεωµετρική ορολογία , είτε µε σύγχρονη των συναρτήσεων. Όµως το 

σηµαντικό είναι  

                                                 
27 Το σχήµα αυτό υπάρχει στο αξιόλογο  βιβλίο του Morris Kline «Τα Μαθηµατικά στον ∆υτικό 
Πολιτισµό» Τ.Β΄ εκδόσεις «Κώδικας» σελ. 259 
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ότι η εποπτεία  του γεωµετρικού  προτύπου υποβάλει την ανακάλυψη της  

:[0,1) [0, )f → +∞ που  είναι «1-1» και επί. 

Στο παρακάτω γεωµετρικό πρότυπο έχω την αντιστοίχιση των σηµείων του 

(0,1) στο R  . Το ½ απεικονίζεται στο 0 , το  χ΄ που ανήκει στο ( ½  , 1) 

απεικονίζεται στον θετικό  f(χ΄) , όπως και το χ που ανήκει στο (0, ½ ) 

απεικονίζεται στον αρνητικό f(χ) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Από την οµοιότητα στα δύο εµφαινόµενα ζεύγη ορθογωνίων τριγώνων 

του σχήµατος και µε εφαρµογή του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος , έχω: 

2
2

1
( ) 2

1 1 1( )2 2 2

xf x

xκ

−′
=

 + − − 
 

 (1)    και 
2

2

1
( ) 2

1 1 1( )2 2 2

xf x

xκ

−
=

 + − −  
 

  (2) 

Από (1) και (2) επάγεται η κατασκευή της 

2

1 1( ) | ( ) |
2 2: (0,1) ( )

k x
f f x

x x
µε

+ −
→ =

− +
               µε κ 0≥ . Εύκολα µπορούµε 

να ελέγξουµε ότι η f  είναι «1-1» και επί του R. 

Ένα γνωστότερο και κοινής χρήσεως αποτέλεσµα που έχοµε σήµερα  είναι η 

συνάρτηση εφαπτοµένη : ( , ) ( )
2 2

f f x xπ π µε εφ− + → =  η οποία είναι «1-

1» και επί του R.  Η συνάρτηση εφχ , υπάρχει στο ίδιο πρότυπο του σχήµατος, 

Γ

Ρ2 Q2

Ρ1
Q1

Ρ Q0
1/2

0

x x'

f(x) f(x')

1

R
κ 

1/2
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αρκεί να το φανταστούµε µε κ=0  σε στροφή 90ο  και αντί του (0,1), το (-π/2 

,π/2) .  

 

 

6.7. Ένα τετράγωνο έχει ίσο αριθµό σηµείων µε ένα ευθύγραµµο τµήµα! 

 

Το 1877 o Cantor , απέδειξε ότι το τετράγωνο [0,1]x[0,1] είναι 

ισοδύναµο µε το [0,1]. 

Παρ΄ ότι  ο Cantor  είχε αποδείξει αυτό το αποτέλεσµα , ήταν απροετοίµαστος 

να το αποδεχθεί. Αυτό µπορεί σήµερα να µας προκαλεί έκπληξη, αλλά θα 

πρέπει να γνωρίζουµε το κλίµα της εποχής που ήταν πάρα πολύ εχθρικό για τον 

Cantor  . Ακόµα και σήµερα υπάρχουν κριτικές και αντιρρήσεις για την θεωρία 

των απειροσυνόλων του Cantor και όχι µόνο για τα παράδοξα που 

δηµιούργησε. Εκείνη την εποχή ο Poincare  τα χαρακτήρισε «αρρώστια» από 

την οποία µια µέρα τα µαθηµατικά θα θεραπευθούν.  

Ο µεγαλύτερος εχθρός όµως του Cantor υπήρξε ο δάσκαλός του ο  

Leopold Kronecker , o οποίος ήταν εκπρόσωπος του τότε Γερµανικού 

επιστηµονικού κατεστηµένου και  έφθασε στο σηµείο να χαρακτηρίζει τον 

Cantor  µε φράσεις όπως: «επιστηµονικός τσαρλατάνος» «αποστάτης» και 

«διαφθορέας της νεολαίας» Αυτή η πρωτοφανής πολεµική που δέχθηκε ίσως να 

βάρυνε στο να αποβιώσει ο Cantor  σε ένα ψυχιατρείο το 1918 . Προηγουµένως 

έστω και για λίγο ευτύχησε να δει την δικαίωση της θεωρίας του, αφού µε 

αυτήν το 1901 εµπλούτισε ο Lebesgue  την νεότατη τότε θεωρία µέτρου . Η όλη 

διαµάχη είχε αιτία την αποδοχή του απείρου από µέρους του Cantor ως 

ολοκληρωµένης και τελειωµένης οντότητας , πράγµα που θεωρείτο για άλλους 

µαθηµατικούς όπως είδαµε εντελώς απαράδεκτο. Η αλήθεια είναι ότι η θεωρία 

των υπερπεπερασµένων αριθµών οδήγησε σε παράδοξα όπως του Russell  του 

Burali Forti28 τα οποία ξεκαθάρισαν λίγες δεκαετίες µετά , χωρίς όµως αυτό να 

σηµαίνει ότι τα πάντα έγιναν αποδεκτά από όλους. Η συνέχεια της διαµάχης 

των Cantor –Kronecker  έγινε στον 20ο αιώνα σε άλλο επίπεδο όµως , µεταξύ 
                                                 
28 Η θεωρία των υπερπεπερασµένων αριθµών και τα παράδοξα των Russel ,  Burali Forti κ.ά. ,  
εκφεύγει των πλαισίων της παρούσης εργασίας.  Επειδή όµως παρουσιάζουν ενδιαφέρον 
συστήνουµε στον αναγνώστη ένα προσιτό βιβλίο , όπως είναι η «Εισαγωγή στην  Φιλοσοφία 
των Μαθηµατικών» του ∆ιονυσίου Α. Αναπολιτάνου  εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ 1986   καθώς και του 
βιβλίου του Rudy Rucker «Το άπειρο κι ο Νους» -Παν. Εκδόσεις Κρήτης 1999 , µε την 
αναγκαία επισήµανση  ότι το δεύτερο βιβλίο είναι σαφώς πιο δύσκολο από το πρώτο.  
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των Hilbert που υπήρξε ο κύριος εκπρόσωπος του φορµαλισµού και Brower  

ιδρυτή και εκπροσώπου του ενορατισµού ή ιντουσιονισµού29 . 

Ας δούµε όµως την ευφυή σύλληψη του Cantor  για την αµφιµονοσήµαντη  

αντιστοιχία  ανάµεσα στα σηµεία ευθ. τµήµατος και τετραγώνου. η οποία τον 

είχε απασχολήσει για τρία χρόνια και συγκεκριµένα ανάµεσα στο 1871 και 

1874 . Τα χρόνια περνούσαν και το ποθητό αποτέλεσµα δεν ερχόταν. Ξαφνικά 

όµως συνέβη το απροσδόκητο και κατορθώθηκε να ορισθεί µια συνάρτηση που 

ακόµα κι ο ίδιος θεωρούσε αδύνατη! Απευθυνόµενος στον Dedekind έγραψε: 

«Το βλέπω , αλλά δεν το πιστεύω!» 

Ας σκιαγραφήσουµε την απόδειξη: 

Αν ένα σηµείο Α ανήκει στο τετράγωνο [0,1]x[0,1] , τότε θα έχει 

συντεταγµένες  της µορφής Α(x,y) µε   

1 2 3 4 5 1 2 3 4 50, ..... ..... 0, ..... ....n nx a a a a a a yκαι β β β β β β= = όπου αi και βi τα 

ψηφία των x, y  στο δεκαδικό τους ανάπτυγµα. 

Έχοµε ήδη αναφέρει, ότι το δεκαδικό ανάπτυγµα ενός αριθµού δεν είναι 

µοναδικό. Για να εξασφαλίσουµε την µοναδικότητα, απαιτούµε, οι 

συντεταγµένες όταν περιέχουν δεκαδικούς τερµατιζόµενους, να τίθενται µε την 

µορφή δεκαδικού περιοδικού µε περίοδο το 9 . π.χ. ο 0,12340000000…….να 

τίθεται στην ισοδύναµη µορφή του 0,1233999999…… 

Στη συνέχεια χωρίζουµε το δεκαδικό ανάπτυγµα του χ σε οµάδες ψηφίων 

σύµφωνα µε τον εξής κανόνα: Αν το α1 είναι διάφορο του µηδενός  το 

θεωρούµε ως µονοµελή οµάδα. Αν όµως είναι µηδέν συνεχίζουµε µέχρι να 

βρούµε το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο και κάνουµε εκεί τον διαχωρισµό. Αυτή 

η διαδικασία συνεχίζεται επ΄ άπειρον όπως και για το y .  

Στη συνέχεια, σχηµατίζουµε µια νέα  ακολουθία ψηφίων µε το να  πάρουµε την 

πρώτη οµάδα του χ δίπλα την πρώτη οµάδα του y , την δεύτερη οµάδα του x 

δίπλα στην δεύτερη οµάδα του y , την τρίτη οµάδα του x , δίπλα στην τρίτη 

οµάδα του y. κ.ο.κ. επ΄ άπειρον. Σχηµατίζεται έτσι ένας νέος αριθµός z που 

ανήκει στο [0,1]και έτσι ορίζουµε   την απεικόνιση του  τυχόντος 

(χ,y) [0,1] [0,1]x∈  στο z [0,1]∈ .  

                                                 
29 Για λεπτοµέρειες στο ζήτηµα αυτό βλέπε «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία των Μαθηµατικών» 
του ∆ιονυσίου Α. Αναπολιτάνου- εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ  Σελ . 241-299  
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Για να γίνει πλήρως κατανοητό δίνουµε ένα παράδειγµα διαχωρισµού για το x 

και y και σχηµατισµού του z : 

Ανx=0,10024506000089501111…και y=0,90000101200984031234…χωρίζω 

τα ψηφία του ως εξής: 

x=[0,1][002][4][5][06][00008][9][5][01][1][1][1]…… 

y =[0,9][00001][01][2][009][8][4][03][1][2][3][4]…….οπότε θα έχω το  

z=[01][09][002][00001][4][01][5][2][06][009][00008][8][9][4][5][03][01][1][1]

[2][1][3][1][4]……… 

Είναι φανερό , ότι διαφορετικά σηµεία στο τετράγωνο,(χ,y) και (χ΄, y΄) 

αντιστοιχούν σε συντεταγµένες όπου διαφέρουν σε τουλάχιστον ένα ψηφίο 

τουλάχιστον µιας. Αυτό οδηγεί σε διαφορετικές εικόνες για τις αντίστοιχες 

εικόνες z και z΄. Άρα η ορισθείσα σχέση, είναι όντως απεικόνιση. Αντιστρόφως, 

διαφορετικές εικόνες για τα z και z΄, συνεπάγονται διαφορά σε ένα τουλάχιστον 

οµαδοποιηµένο τµήµα , πράγµα που συνεπάγεται διαφορά σε µία τουλάχιστον 

συντεταγµένη, πράγµα που οδηγεί σε διαφορετικά σηµεία. Έτσι η ορισθείσα 

απεικόνιση, είναι και «1-1» ενώ προφανώς είναι και επί του [0,1]. 

Από την παραπάνω απόδειξη, φαίνεται ότι πολύ εύκολα µπορεί να γίνει 

γενίκευση και για κύβο ή υπερκύβο . Γενικά αποδεικνύεται , ότι κάθε 

γεωµετρικό σχήµα οποιασδήποτε διάστασης, που περιέχει ένα τουλάχιστον ευθ. 

τµήµα, έχει  τόσα σηµεία, όσα και το ευθ. τµήµα.  

 

 

6.8. Υπάρχει σύνολο µε τον µέγιστο πληθικό αριθµό; 

 

Μέχρι στιγµής έχοµε  αποδείξει ότι το (0,1) έχει µεγαλύτερο πληθικό αριθµό 

και από το  και από το , ενώ έχει ίσο πληθικό αριθµό µε τα σηµεία µιας 

ηµιευθείας, µιας ευθείας, ενός τετραγώνου αλλά και οποιουδήποτε υπερκύβου 

µε οιαδήποτε διάσταση.  

Τον Cantor τον απασχόλησε κατά πόσον υπάρχει µέγιστος πληθικός αριθµός 

συνόλου. Ιδίως το τελευταίο αποτέλεσµα  µε τον υπερκύβο, µας υποβάλλει την 

ιδέα  ότι ο πληθάριθµος του συνεχούς είναι ο µέγιστος, πράγµα που όµως δεν 

συµβαίνει! 
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Το σηµαντικό αποτέλεσµα στο οποίο έφθασε ο Cantor λέει ότι κάθε σύνολο 

έχει µικρότερο πληθικό αριθµό από το δυναµοσύνολό30 του. Αυτό για τα 

πεπερασµένα σύνολα  είναι προφανές και τετριµµένο , αλλά για τα 

απειροσύνολα χρειάζεται απόδειξη που την επινόησε  ο Cantor: 

«Για κάθε σύνολο Α, ισχύει |Α|< P(A)»      (1) 

 

Για να αποδειχθεί η (1) πρέπει και αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει 

αµφιµονοσήµαντη  απεικόνιση του Α µέσα στο P(A) , αλλά δεν υπάρχει 

αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση του P(A) στο Α (ή –το αυτό- δεν υπάρχει 

απεικόνιση του Α στο P(A) που να είναι επί) . Το πρώτο είναι απλό  να  

αποδειχθεί , αρκεί να θεωρήσουµε την απεικόνιση : ( ) { }x xφ φ =  , η οποία 

απεικονίζει το στοιχείο x του Α στο µονοσύνολο {x} του P(A). 

Το δεύτερο θα αποδειχθεί µε την εις άτοπον απαγωγή.  

Έστω ότι υπάρχει : P( )f A A→  που είναι επί . Θεωρούµε το σύνολο 

{ : ( )}X x x A x f X= ∈ ∧ ∉  επειδή η f είναι επί, έπεται ότι υπάρχει a A∈  , ώστε 

Χ=f(α) . Αν α ,X∈ από τον ορισµό του Χ , έπεται ότι ( )fα α∉ = Χ . 

Αναλόγως, αν ( )fα α∉ Χ = , από τον ορισµό του Χ , έχουµε ότι α ∈ Χ . 

Έτσι έχουµε α α∈ Χ ⇔ ∉ Χ  που είναι άτοπο. Εποµένως δεν υπάρχει 

: P( )f A A→  που είναι επί. 

 

 

6.9. Το σύνολο { }Β = συναρτηση µε →f f : (0,1) {0,1} έχει περισσότερα 

στοιχεία από το σύνολο Α= (0,1)  

 

Σε κάθε (0,1)α ∈ , κατασκευάζουµε και αντιστοιχίζουµε την  

συνάρτηση 
1 ,

( )
0 ,

fα

χ α
χ

χ α
= 

= ∈ Β ≠ 
,  

Η  αντιστοιχία  αυτή είναι καλώς ορισµένη, αφού 

( ) ( )f fα βα β χ χ= ⇒ = και επίσης είναι αµφιµονοσήµαντη του Α µέσα στο Β , 

                                                 
30 Υπενθυµίζουµε, ότι το δυναµοσύνολο ενός συνόλου Α είναι το σύνολο όλων των 
υποσυνόλων του και συµβολίζεται µε  P(A) 
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διότι ( ) ( )f fα βχ χ α β= ⇒ = . Αυτό σηµαίνει , ότι το Β δεν έχει λιγότερα 

στοιχεία από το Α .  

Για να δείξουµε ότι το Β έχει περισσότερα στοιχεία από το Α, πρέπει κι 

αρκεί να δείξουµε ότι δεν υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία του Β µέσα 

στο Α . Θα  εργασθούµε µε την εις άτοπον απαγωγή:  

Έστω ότι υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία  του Β µέσα στο Α.  

Τότε το στοιχείο –συνάρτηση που ανήκει στο Β  και αντιστοιχίζεται στο α A∈ , 

το συµβολίζουµε µε ( )af x .  

Θεωρούµε την συνάρτηση ( ) 1 ( )xfφ χ χ= −       (*)   

Η τιµή της φ(χ) σε κάποιο σηµείο α ∈ Α  ορίζεται ως εξής: Βρίσκουµε 

την συνάρτηση ( )fα χ  που αντιστοιχίζεται στο α , βρίσκουµε το ( )fα α  που 

είναι µια τιµή ή 0 ή 1 και αφαιρούµε από το 1 . Προφανώς εκ κατασκευής 

( )φ χ ∈Β . Εποµένως υπάρχει κάποιο β ∈ Α  και ( )fβ χ ∈Β  για την οποία 

ισχύει: 

                                        ( ) ( )fβφ χ χ=             (**) 

Από (*)&(**) έχω ότι  

1 ( ) ( )xf fβχ χ− =   ,  χ∀ ∈ Α                (***) 

Η (***) για χ=β δίνει 

 

1 ( ) ( )

2 ( ) 1

1( )
2

f f
f

f

β β

β

β

β χ

β

β

− = ⇒

= ⇒

=

 

που είναι άτοπο διότι το πεδίο τιµών  όλων των συναρτήσεων είναι το {0,1} 

Εποµένως δεν υπάρχει τέτοια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία , άρα το Β έχει 

µεγαλύτερο πληθικό αριθµό από το Α=(0,1). 

Αν προσέξουµε την απόδειξη, βλέπουµε ότι στην κατασκευή της φ(χ) 

εµφανίζεται η διαγώνια διαδικασία του Cantor . 

 

6.10. Το παράδοξο του Cantor 

 

Η αποδειχθείσα  πρόταση (1) , µας εξασφαλίζει επαγωγικά µια ατελείωτη τάξη 

απείρων, αφού π.χ. το δυναµοσύνολο του (0,1) το P((0,1)) έχει µεγαλύτερο 
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πληθικό αριθµό από το (0,1) ,το δυναµοσύνολο του δυναµοσυνόλου του (0,1) 

ακόµα µεγαλύτερη τάξη απείρου κ.ο.κ. Έτσι όµως φθάνουµε και σε ένα 

διάσηµο παράδοξο που συνετάραξε τον Μαθηµατικό κόσµο: 

Έστω το Α το σύνολο όλων των συνόλων . Προφανώς έχει τον µέγιστο πληθικό 

αριθµό. Όµως από την πρόταση του Cantor  , το δυναµοσύνολο του Α , έχει 

µεγαλύτερο πληθικό αριθµό. Έτσι το Α έχει και δεν έχει τον µέγιστο πληθικό 

αριθµό  πράγµα αντιφατικό. Τι φταίει  άραγε; 

Ο Russell προέτεινε την απαγόρευση των αυτοαναφορών31 του τύπου, 

x x x xκαι∈ ¬ ∈  πράγµα που αν γινόταν αποδεκτό θα ήρε τα διάφορα 

συνολοθεωρητικά παράδοξα , αλλά θα περιόριζε τα ίδια τα µαθηµατικά. Τελικά 

η αξιωµατική  θεµελίωση των Συνόλων από τους Zermelo –Fraenkel ήρε αφ΄ 

εαυτής  τα παράδοξα µιας και  πλέον δεν είχαν νόηµα στη νέα θεµελίωση.  

 

 

7. Οι «παθολογικές συναρτήσεις» 
 

Ο ορισµός και η εξέλιξη της έννοιας της συνάρτησης , πέρασε από αρκετές 

φάσεις µέχρι να παγιωθεί στον σηµερινό .  

Ο Euler πίστευε ότι η συνάρτηση εκφράζεται µε µια οποιαδήποτε καµπύλη που 

γράφεται µε ελεύθερο χέρι32. Σήµερα γνωρίζουµε άπειρο αριθµό 

αντιπαραδειγµάτων συναρτήσεων στον ορισµό του Euler που όχι µόνο δεν 

µπορούν να σχεδιασθούν  µε ελεύθερο χέρι, αλλά αυτό δεν µπορεί να το κάνει 

ούτε ο τελειότερος υπολογιστής που διαθέτουµε ή και θα διαθέτουµε  σε 

οποιοδήποτε απώτατο µέλλον. Πριν όµως φθάσουµε όµως στον σηµερινό 

ορισµό της συνάρτησης, µια συνάρτηση µε  κλάδους θεωρείτο ως δύο 

συναρτήσεις ξέχωρες ή έστω «συρραµµένες» . Ακόµα οι µαθηµατικοί τον 18ο 

αιώνα πίστευαν ότι µια συνάρτηση πρέπει να έχει µοναδική αναλυτική 

έκφραση. Αυτό εκ πρώτης όψεως ίσως δεν φαίνεται να δηµιουργεί προβλήµατα, 

αλλά ουσιαστικά αυτή ήταν η αιτία της διαµάχης από την επίλυση του 

προβλήµατος της παλλοµένης χορδής από τον D. Bernoulli και από τον D` 

                                                 
31 Για λεπτοµέρειες επί του θέµατος βλέπε στην «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία των 
Μαθηµατικών» του ∆ιονυσίου Α. Αναπολιτάνου σελ. 211-215. 
32 Στα Λατινικά έγραφε: «Curva quancunque libero manus» όπως αναφέρει ο Dirk J. Struik 
στην «Συνοπτική Ιστορία των Μαθηµατικών» 
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Alembert. Και οι δύο είχαν καταλήξει σε λύση, µόνο που οι λύσεις τους   

εδίδεντο από διαφορετικούς τύπους . Η οξύτατη διαµάχη η οποία άρχισε εξ 

αιτίας αυτού του γεγονότος  και  στην οποία ενεπλάκη  ο Euler , δεν έδωσε 

καµία διευκρίνιση στο θέµα. Οριστική απάντηση έδωσε ο Fourier τον επόµενο 

αιώνα  , όταν έδειξε, ότι το άθροισµα µιας σειράς τριγωνοµετρικών 

συναρτήσεων, µπορεί να εκφραστεί µε διαφορετικούς τύπους σε διαφορετικά 

διαστήµατα. Τότε έδωσε και έναν ορισµό για την συνάρτηση που υπογράµµιζε 

ότι το ουσιαστικό ζήτηµα ήταν ο καθορισµός των τιµών της και όχι ο τύπος της.  

Το  εµπόδιο όµως που είχε να ξεπεράσει η µαθηµατική κοινότητα, ήταν ότι οι  

συναρτήσεις ήσαν µοντέλα που περιέγραφαν φυσικά φαινόµενα. Τέτοιες 

συναρτήσεις ήσαν οι συνεχείς ή οι κατά τµήµατα συνεχείς. Η συνάρτηση του 

Dirichlet ή η συνάρτηση πρόσηµο του χ    sgn(x) =
1 , 0

0 , 0
1 , 0

x
x
x

− < 
 = 
 < 

δεν θα 

µπορούσαν να µελετηθούν από κανένα µαθηµατικό του 18ου αιώνα. Την 

συνάρτηση πρόσηµο θα την ανεγνώριζαν ως ένα εξιδανικευµένο µοντέλο ενός 

φαινοµένου που αυξάνει απότοµα σε µια περιοχή του µηδενός , ενώ την 

συνάρτηση του Dirichlet ως εντελώς άχρηστο µοντέλο για να περιγράψει 

οποιοδήποτε φυσικό φαινόµενο, αφού τα λάθη των µετρήσεων, οσοδήποτε 

µικρά και να είναι δεν µπορούν να εξασφαλίσουν το ρητόν ή άρρητον ενός 

µεγέθους. 

Ο Henry Poincarè στο τέλος του 19ου αιώνα απογοητευµένος έλεγε: «Υπήρξε 

εποχή που η έρευνα για νέες συναρτήσεις είχε ως κίνητρο κάποιον πρακτικό 

σκοπό. Σήµερα επινοούνται συναρτήσεις , µόνο και µόνο για να καταδειχθούν 

ψεγάδια στα επιχειρήµατα των προγενεστέρων µας .Πέραν τούτου, δεν εξάγεται  

κανένα άλλο συµπέρασµα από τις εν λόγω συναρτήσεις.» Βεβαίως ο  Poincarè 

δεν θα µπορούσε να φανταστεί ότι η σύγχρονη κβαντική φυσική ή θεωρία του 

χάους µελετά συναρτήσεις και καµπύλες µε πολύ παράξενες ιδιότητες. 

Μάλιστα σήµερα γνωρίζουµε συναρτήσεις και καµπύλες µε εξαιρετικά 

«παράξενες» ιδιότητες που εκφεύγουν από τα συνήθη Γεωµετρικά και 

διαισθητικά πρότυπα . Ας δούµε µερικά : 
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7.1.Συνάρτηση που ορίζεται στο [0,1] και έχει άπειρα ακρότατα  , κοντά 

σε κάθε σηµείο ενός υπεραριθµησίµου υποσυνόλου του [0,1] 

Η κατασκευή της συνάρτησης, έγκειται και στην ταυτόχρονη κατασκευή του 

συνόλου Cantor  που είναι υπεραριθµήσιµο , ενώ θα γίνει µε έναν εποπτικό 

τρόπο: 

0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1
 

Φανταζόµαστε ότι πέφτει κατακόρυφα βροχή πάνω στο [0,1] . Το χωρίζουµε σε 

τρία ίσα κοµµάτια και στο µεσαίο τµήµα στήνουµε µια σκηνή που σχηµατίζει 

ισόπλευρο τρίγωνο. Έτσι «βρέχονται» τα δύο άκρα τµήµατα , εκτός από το 

µεσαίο . Τα σηµεία 1/3 και 2/3 θεωρούµε ότι «βρέχονται». Την ίδια διαδικασία 

επαναλαµβάνουµε και στα δύο άκρα τµήµατα : Τα χωρίζουµε σε τρία ίσα 

κοµµάτια και σκεπάζουµε το µεσαίο. Έτσι , στο δεύτερο βήµα έχω τέσσερα 

τµήµατα και δύο νέες σκηνές , όπως φαίνεται στο ανωτέρω σχήµα. Στο τρίτο 

βήµα έχω οκτώ  τµήµατα και τέσσερις νέες σκηνές κ.ο.κ. Στο ν-οστό  βήµα έχω 

2ν  τµήµατα και 2ν-1 νέες σκηνές. Αυτή η διαδικασία θεωρούµε ότι συνεχίζεται 

επ΄ άπειρον και µας δίνει την ζητουµένη συνάρτηση. Ας δούµε ορισµένα λίαν 

ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά της: 

 Το µήκος των «στεγνών» της σηµείων, εκ κατασκευής είναι : 

 Σ= 
2 3 4 1

1 2 31 1 1 1 12 2 2 ... 2 ...
3 3 3 3 3

n
n

+
       + + + + + +       
       

 το οποίο είναι 

άθροισµα των απείρων όρων γεωµετρικής προόδου , µε πρώτο όρο το α1=
1
3

 και 

λόγο ω= 2
3

 

Άρα Σ=

1
3

21
3

−
=1. ∆ηλαδή το µήκος των «εστεγασµένων» σηµείων είναι ίσο µε 

το µήκος του αρχικού διαστήµατος [0,1] . Αυτό εποπτικά µας οδηγεί στο 
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συµπέρασµα ότι στεγάσαµε όλα τα σηµεία. Αλλά βεβαίως είπαµε ότι τα άκρα 

των τοµών π.χ. 1 2 1 2 7 80 , , , , , , , 1
9 9 3 3 9 9

 µε τον τρόπο κατασκευής 

είναι άπειρα και αριθµήσιµα ως υποσύνολο του . Εκτός από αυτά τα 

«βρεχόµενα»  αριθµήσιµα σηµεία  δεν φαίνονται να υπάρχουν  άλλα. Η 

εποπτεία µας λέει ότι: 

• το µήκος του πεδίου ορισµού [0,1] είναι 1 . 

•  Ήδη στεγάσαµε σηµεία µε µήκος 1 . 

•  Στα άκρα των διαστηµάτων έχοµε άπειρο αριθµήσιµο πλήθος 

«βρεχόµενων» ρητών που δεν έχουν µήκος . 

 Άρα δεν πρέπει να υπάρχουν άλλα «βρεχόµενα» σηµεία  

 Το εξαιρετικά περίεργο είναι ότι υπάρχουν κι άλλα «βρεχόµενα»σηµεία  που 

είναι µάλιστα υπεραριθµήσιµα στο πλήθος.  Επίσης, παρ΄ ότι µπορούν -ως 

υπεραριθµήσιµα- να τεθούν σε «1-1»και επί αντιστοιχία µε το (0,1) , εν 

τούτοις δεν έχουν  µήκος! 

Υπάρχει µια ενδιαφέρουσα απόδειξη για το προηγούµενο, η οποία απλοποιεί 

αρκετά πράγµατα, αρκεί  να θεωρήσουµε τους αριθµούς του [0,1] γραµµένους 

στο τριαδικό σύστηµα αριθµήσεως. Την παραθέτουµε, αφού υπενθυµίσουµε 

στον αναγνώστη ότι: 

• Στο τριαδικό σύστηµα αρίθµησης,  χρησιµοποιούµε µόνο τα ψηφία 0,1 

και 2 για να γράψουµε όλους τους αριθµούς . 

• Όταν τριχοτοµούµε το [0,1] , στο πρώτο τρίτο οι αριθµοί έχουν την 

µορφή 0,0α1α2α3α4α5…..αi……., όπου τα αi είναι ψηφία 0, 1, ή 2 . 

• Στο δεύτερο τρίτο, οι αριθµοί έχουν την µορφή  0,1α1α2α3α4α5…..αi… 

• Στο τρίτο τρίτο , οι αριθµοί έχουν την µορφή 0,2α1α2α3α4α5…..αi… 

Στο πρώτο βήµα , στεγάζουµε τους αριθµούς που αρχίζουν µε 0,1……και 

παραµένουν «βρεχόµενοι» οι αριθµοί  

0,0… 

0,2… 

Στο δεύτερο βήµα , στεγάζουµε κάποιους (δεν µας ενδιαφέρουν προς το παρόν) 

και παραµένουν βρεχόµενοι οι αριθµοί της µορφής: 

0,00… 

0,02… 
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0,20… 

0,22… 

Στο τρίτο βήµα , παραµένουν βρεχόµενοι οι αριθµοί της µορφής: 

0,000…. 

0,002… 

0,020… 

0,022… 

0,200… 

0,202… 

0,220… 

0,222… 

 

 

 

Στο τέταρτο βήµα , παραµένουν βρεχόµενοι οι αριθµοί 

0,0000… 

0,0002… 

0,0020… 

0,0022… 

0,0200… 

0,0202… 

0,0220… 

0,0222… 

0,2000… 

0,2002… 

0,2020… 

0,2022… 

0,2200… 

0,2202… 

0,2220… 

0,2222… 

Στο ν-οστό βήµα , θα έχω 2ν αριθµούς και ισάριθµες ακολουθίες ψηφίων  

. Αν τις διατάξουµε όπως και προηγουµένως κατά σειρές και στήλες ιδίας τάξης 

ψηφίων , θα έχω: 
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Η πρώτη στήλη µετά την υποδιαστολή θα έχει 2ν-1 µηδενικά και 2ν-1 

διπλά κατά σειρά, εναλλασσόµενα 1 φορά . 

Η δεύτερη στήλη µετά την υποδιαστολή θα έχει θα έχει  2ν-2 µηδενικά 

και 2ν-2 διπλά , εναλλασσόµενα  2 φορές. 

Η τρίτη στήλη µετά την υποδιαστολή, θα έχει  2ν-3 µηδενικά και 2ν-3 

διπλά , εναλλασσόµενα 3 φορές  

Η ν-οστή στήλη θα έχει 2ν-ν=1   µηδενικό και 2ν-ν=1   διπλό που θα 

εναλλάσσεται  

ν- φορές.  

Η διαδικασία αυτή δεν σταµατά εδώ, αλλά συνεχίζεται επ΄άπειρον…. 

Επ ΄άπειρον λοιπόν, παραµένουν “ βρεχόµενοι”  οι αριθµοί που το τριαδικό 

τους µέρος αποτελείται από τα ψηφία 0 και 2 .  

Θα δείξουµε ότι το πλήθος αυτών των αριθµών έχει τον πληθάριθµο του 

συνεχούς! 

Έστω ότι όλοι οι αριθµοί που έχουν τριαδικό ανάπτυγµα µε ψηφία 0 ή 2 είναι 

αριθµήσιµοι. Τότε θα γράφονται σε µια σειρά όπως παρακάτω: 

 

 
1 1 1 11 1
3 4 5 61 1 2
2 2 2 22 2
3 4 5 62 1 2
3 3 3 33 3
3 4 5 63 1 2
4 4 4 44 4
3 4 5 64 1 2

5 5 5 5 5 5
5 1 2 3 4 5 6

6 6 6 6 6 6
6 1 2 3 4 5 6

7 7 7 7 7 7
7 1 2 3 4 5 6

8 8 8 8 8 8
8 1 2 3 4 5 6

...0,

...0,

...0,

...0,

...0,

.0,
0,
0,

x x x xa x x
x x x xa x x
x x x xa x x
x x x xa x x

a x x x x x x
a x x x x x x
a x x x x x x
a x x x x x x

=
=
=
=

=
=
=
=

..
...
...

... ..... ..... .......... ..... ...... .........

... ..... ..... .......... ..... ...... .........

 

 

Σχηµατίζουµε τον αριθµό β=β1β2β3β4β5β6β7β8….βi…….. 

Με τον εξής κανόνα δηµιουργίας: 
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i
i

i i
i

2 , 0

0 , 2

 αν χ = β =  
αν χ =  

 Τότε ο αριθµός β δεν ανήκει σε αυτή την σειρά 

απαρίθµησης, πράγµα άτοπο . Εποµένως  δεν είναι αριθµήσιµοι οι τριαδικοί του 

[0,1] µε ψηφία το 0 και το 2 , σύµφωνα µε το παραπάνω διαγώνιο επιχείρηµα. 

Το «βρεχόµενο» τµήµα του [0,1] λέγεται Σύνολο του Cantor και έχει 

εξαιρετικά ενδιαφέρουσες αναλυτικές και τοπολογικές33 ιδιότητες . 

 

H κατασκευή του συνόλου του Cantor , µέχρι το τέταρτο βήµα. 

 

Έτσι όπως το έχουµε κατασκευάσει, προκύπτει, ότι οσοδήποτε κοντά σε 

κάθε σηµείο του συνόλου Cantor  υπάρχουν άπειρα τοπικά µέγιστα . Αυτό 

καθίσταται φανερό, αν αναλογισθούµε την τριαδική µορφή που έχουν οι θέσεις 

των τοπικών µεγίστων της συνάρτησης. 

  Εκ κατασκευής οι θέσεις αυτές είναι της µορφής: 

γ=γ1γ2γ3γ4γ5γ6γ7…γν1 , όπου ν οσοδήποτε µεγάλος φυσικός και τα γi  είναι 

ψηφία 0 ή 2 σε τριαδικό σύστηµα  αρίθµησης.  

Έτσι, αν έχουµε ένα στοιχείο c του Συνόλου Cantor ,αυτό θα 

αποτελείται από ψηφία 0 ή 2 .  Αν  κατασκευάσουµε µια σφαιρική περιοχή µε 

κέντρο το c και οσοδήποτε µικρή ακτίνα  ρ, τότε υπάρχει µέγιστος ν φυσικός µε 

ρ>3-ν(µε βάση το δέκα ή 10-νµε βάση το τρία)    

Κατασκευάζω έναν νέο αριθµό κ1 ως εξής: ∆ιατηρώ το τριαδικό 

ανάπτυγµα της ακολουθίας των ψηφίων του c  µέχρι το (ν+1)-οστό ψηφίο και 

στην συνέχεια  το επόµενο ψηφίο αν είναι 0 το κάνω 1 ή αν είναι 2 το κάνω 1 . 

Έτσι παίρνω έναν αριθµό δεξιότερα ή αριστερότερα  αντιστοίχως του c  , που 

ανήκει στην S(c, ρ) .  

Έπειτα λαµβάνουµε την ακολουθία των ψηφίων του c µέχρι και το 

(ν+2)-οστό και στην συνέχεια θέτουµε 1 , παίρνοντας έναν νέο αριθµό κ2 που 

ανήκει στην S(c, ρ). Ορίζεται µε αυτό τον τρόπο µια άπειρη ακολουθία  θέσεων 
                                                 
33 Για παράδειγµα , το σύνολο του Cantor είναι κλασµοειδές (ή µορφοκλασµατικό αντικείµενο 
ή φράκταλ ή θρύµµα) έχει δηλαδή την ιδιότητα της αυτοοµοιότητας έχει διάσταση- κατά 
Haousdorff- log2/log3 0,63092 1<   κ.ά.  
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τοπικών µεγίστων που ανήκουν σε οσοδήποτε µικρή περιοχή του c δηλ. σε 

διάστηµα της µορφής (c-ρ, c+ρ). 

 Από την κατασκευή της ακολουθίας γίνεται φανερό, ότι υπάρχουν δύο  

υπακολουθίες θέσεων µεγίστων, η µία  δεξιά του c   και η άλλη αριστερά του c ,  

άρα έχω άπειρα ακρότατα και σε διαστήµατα της µορφής (c, c+ρ) και (c-ρ, c)   

για κάθε ρ ∈ . 

 

7.2  H συνάρτηση του Cantor («η κλίµαξ του διαβόλου») είναι µια 

συνάρτηση που είναι: 

• Συνεχής στο [0,1] 

• Αύξουσα 

• Μη σταθερά 

• Παραγωγίσιµη παντού µε παράγωγο ίση µε 0 ,  εκτός από ένα 

υποσύνολο του [0,1] µε µήκος 0. 

 

Ορίζεται µια κλιµακωτή συνάρτηση f :[0,1] [0,1]→  ως εξής: 

∆ιαιρούµε το [0,1] σε τρία ίσα τµήµατα και ορίζουµε την συνάρτηση να 

παίρνει την τιµή ½ σε κάθε σηµείο του µεσαίου  τµήµατος. Κατόπιν, διαιρούµε 

το αριστερό και το δεξιό τµήµα πάλι σε τρία κοµµάτια έκαστο και ορίζουµε την 

συνάρτηση να παίρνει την τιµή ¼ στο διάστηµα 1 2,
9 9

 
  

 και ¾ στο 3 7,
4 9

 
  

. 

Έχουν αποµείνει τέσσερα τµήµατα στα οποία η συνάρτηση δεν έχει 

ακόµα ορισθεί: 

1 2 1 2 7 80, , , , , , ,1
9 9 3 3 9 9

       
              

 Κάθε ένα από αυτά τα διαιρούµε σε τρία 

ίσα τµήµατα  και στα µεσαία  τµήµατα ορίζουµε την τιµή της συνάρτησης 

1 3 5 7, , ,
8 8 8 8

αντιστοίχως.  

Αν συνεχίσουµε επ΄άπειρον αυτή την διαδικασία, προκύπτει µια 

συνάρτηση ορισµένη σε όλα τα «στεγνά» σηµεία του [0,1]  δηλ στο [0,1]\C , 

όπου C το σύνολο του Cantor. 
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Αν '
n nn n

f ( ) lim f ( ) lim f ( )
→∞ →∞

χ = χ = χ x C∈ , τότε όπως έχουµε δείξει, το x έχει µια 

απειροψήφια τριαδική ανάπτυξη της µορφής 0,α1α2α3α4α5α6…..αν…… όπου 

αi {0, 2}∈ i∀ ∈ .  

Μπορούµε να ορίσουµε δύο ακολουθίες µε στοιχεία του [0,1]\C , 

γνησίως µονότονες , µία { nx } γνησίως αύξουσα και µία { '
nx } γνησίως 

φθίνουσα  που να συγκλίνουν στο x. Ο τρόπος ορισµού π.χ για την  { nχ } , 

µπορεί να γίνει ως εξής: 

Αριθµώ το τριαδικό ανάπτυγµα του χ και το πρώτο 2 που θα συναντήσω 

το κάνω 1 . Σταµατώ την αρίθµηση και τον αριθµό που έχει προκύψει τον ορίζω 

ως χ1 . Αριθµώ τα ψηφία του χ και στο δεύτερο 2 που θα συναντήσω το κάνω 1 

, σταµατώ και ορίζω το χ2  µέχρι εκεί. Συνεχίζω έτσι,    αριθµώ πάλι και στο ν-

οστό 2 που θα συναντήσω, θα το κάνω 1 και θα ορίσω τον χn . Έτσι 

δηµιουργείται µια ακολουθία  στο [0,1]\C  που εκ κατασκευής είναι γνησίως 

αύξουσα και συγκλίνει στο χ. 

Ο τρόπος ορισµού για την { '
nχ }, µπορεί να γίνει ως εξής: 

Αριθµώ το τριαδικό ανάπτυγµα του χ , και το πρώτο 0 που θα 

συναντήσω το κάνω 1 και ορίζω τον '
1χ . Αριθµώ και πάλι και το δεύτερο 0 που 

θα συναντήσω το κάνω 1 και ορίζω έτσι τον '
2χ . Συνεχίζω και αριθµώ και το ν-

οστό 0 που θα συναντήσω το κάνω 1 και ορίζω έτσι τον  '
nχ . Εκ κατασκευής η 

{ '
nχ } είναι γνησίως φθίνουσα  συγκλίνει στον χ και όλοι οι όροι της ανήκουν 

στο [0,1]\C. 

Η τιµή της συνάρτησης του Cantor στο σηµείο χ ∈[0,1]\C  ορίζεται ως: 
'

n nn n
f ( ) lim f ( ) lim f ( )

→∞ →∞
χ = χ = χ . Το ότι υπάρχουν αυτά τα όρια και είναι κοινά , 

µπορεί να αποδειχθεί , οπότε µετά η συνέχεια της f  σε όλο το διάστηµα [0,1] 

έπεται  φυσιολογικά.  

Εναλλακτικά µπορεί να ορισθεί 

: C , f ( ) sup{f (u) :u [0,1] \ C u }Αν χ ∈ χ = ∈ µε < χ  
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Η "σκάλα του διαβόλου" στο τρίτο βήµα -από τα άπειρα- της κατασκευής της. 

Ένας άλλος έξυπνος αλγοριθµικός τρόπος ορισµού της τιµής   f(χ)  στην θέση χ, 

είναι ο εξής: 

1. Γράψε το χ µε την τριαδική του ανάπτυξη. 

2. Αν το χ περιέχει το ψηφίο 1, άλλαξε το πρώτο 1 που θα συναντήσεις µε 

2 , και όλα τα ακόλουθα ψηφία µε 0. 

3. άλλαξε όλα τα ψηφία  2 , µε 1 

4. Την νέα γραφή του αριθµού , θεώρησέ την στο δυαδικό σύστηµα 

αρίθµησης και αυτή είναι η τιµή f(x). 

∆ηλαδή: Αν χ= 0,75217192501143118427069044352995(βάση 10) τότε µε τον 

γνωστό αλγόριθµο των συνεχών διαιρέσεων  µε το 3 απ΄ όπου παίρνοµε τα 

διαδοχικά υπόλοιπα κατ΄ αντίστροφη φορά, , έχω ότι χ=0, 2020221(βάση 3 )  ή 

χ= 3 5 6 7

2 2 2 2 1
3 3 3 3 3

+ + + +   
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Τότε έχω f(x) =0,1010111(βάση 2) δηλ. 3 5 6 7

1 1 1 1 1f (x)
2 2 2 2 2

= + + + +  

Ο παραπάνω αλγόριθµος ουσιαστικά προέρχεται από τον εξής ορισµό: 

 Αν ( , )χ ∈ α β  µε 1 m 1
m 1 m

c c 1...
3 3 3

−
−α ≡ + + +    και 1 m 1

m 1 m

c c 2...
3 3 3

−
−β ≡ + + +    , και  

ic {0,1,2}∈ ,  τότε      1 m 1
m 1 m

c c1 2f ( ) ...
2 2 2 2

−
−

 χ ≡ + + + 
 

 µε την προέκταση του 

ορισµού και όταν m → +∞  που οι ορισθείσες σειρές συγκλίνουν. 

Να επισηµανθεί ,ότι όπως ήδη έχουµε αποδείξει  στην προηγούµενη 

εφαρµογή, το µήκος των σκαλοπατιών έχει µήκος 1, ακριβώς όσο και το µήκος 

του πεδίου ορισµού [0,1] . Στα σηµεία του συνόλου Cantor ,  η οριζόµενη 

συνάρτηση κατορθώνει  να γίνεται  αύξουσα  διατηρώντας την συνέχειά της, 

πράγµα που είναι καταπληκτικό αφού εκφεύγει σαφώς  της συνήθους εποπτείας 

και διαίσθησης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αριστερά η συνάρτηση του Cantor µέχρι το 4ο βήµα και δεξιά µετά από κάποια λίγα 

βήµατα παραπάνω, όπου δεν φαίνεται η διακριτή κλιµάκωση λόγω πάχους της γραµµής 

σχεδίασης, αλλά όµως κάπως έτσι θα πρέπει να την φανταστούµε µετά από τα άπειρα 

βήµατα ορισµού  της, αφού είναι συνεχής! 
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7.3. Μια κλειστή επίπεδη καµπύλη που περικλείει πεπερασµένο 

εµβαδόν και έχει άπειρη περίµετρο! 

Πρόκειται για την γνωστή καµπύλη ή «Νιφάδα» του Koch , η οποία εκτός από 

τις ανωτέρω ιδιότητες , δεν επιδέχεται εφαπτοµένη σε κανένα σηµείο της , κάτι 

που δεν θα αποδείξουµε , αλλά το δείξουµε για µια συνάρτηση που έχει αυτή 

την ιδιότητα παρακάτω: 

Η κατασκευή της γίνεται βήµα προς βήµα µε τον εξής τρόπο: 

Θεωρούµε ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς µήκους π.χ. 1. («µηδενικό» βήµα 

για την περίµετρο Π0) ∆ιαιρούµε κάθε πλευρά του τριγώνου σε τρία ίσα µέρη, 

αφαιρούµε τα τρία µεσαία µέρη και σε κάθε  θέση τους προσθέτουµε ένα 

ισοσκελές «λάµδα» που µε την αφαιρούµενη πλευρά σχηµατίζει ισόπλευρο 

τρίγωνο. Έτσι, έχω το πρώτο   βήµα που αντιστοιχεί σε περίµετρο Π1. Αυτό 

συνεχίζεται  επ΄ άπειρον και σχηµατίζεται η καµπύλη. Στο παρακάτω σχήµα 

βλέπουµε το πρώτο δεύτερο τρίτο και τέταρτο βήµα  

  

 

«Μηδενικό», πρώτο, δεύτερο , και τρίτο , βήµα από τα άπειρα της κατασκευής 

 

Στο «µηδενικό» βήµα έναρξης  έχει περίµετρο 

 Π0= (3) (1)⋅  

Στο πρώτο βήµα κατασκευής έχω στην κάθε πλευρά να δηµιουργούνται 4 νέες  

πλευρές µε µήκος το 1
3

 του  προηγούµενου µήκους , δηλ.  

Π1=
11 4(4 3) (1 ) 3

3 3
 ⋅ ⋅ ⋅ =  
 

 

Στο δεύτερο βήµα , οµοίως σε κάθε πλευρά δηµιουργούνται 4 νέες πλευρές µε 

µήκος το 1
3
του προηγούµενου µήκους , δηλ. 
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Π2=
21 1 44(4 3) (1 ) 3

3 3 3
πλευρες

µηκοςπλευρας

 ⋅ ⋅ ⋅ =  
 

 

Στο τρίτο βήµα , οµοίως έχω τετραπλασιασµό των πλευρών µε 

υποτριπλασιασµό του µήκους δηλ τον συντελεστή 4
3

 και  

Π3=
343

3
 
 
 

Τελικά επαγωγικά έχω 4 1
3

>
n

n
43 ,
3

 Π = → +∞ 
 

   αφού 4 1
3

> . 

Εποµένως έχω άπειρη περίµετρο. 

Για το εµβαδόν Ε, έχω τα εξής: 

Το αρχικό τρίγωνο έχει εµβαδόν Ε0.  

Στο πρώτο βήµα έχω εµβαδόν Ε1 το οποίο προκύπτει από το Ε0 αν το 

αυξήσουµε κατά 3  επί πλέον όµοια τρίγωνα που έκαστο έχει  λόγο οµοιότητος 

µε το Ε0   1
3

 και άρα λόγο εµβαδών 
21

3
 
 
 

Άρα : 

2 0

1 0 0 0 0
1 1 43
3 3 9

   Ε = Ε + ⋅ ⋅ Ε = Ε + Ε   
   

      (1) 

 

Στο δεύτερο βήµα , έχω εµβαδόν Ε2 . Αυτό  προκύπτει, από  το Ε1 , όταν σε 

κάθε πλευρά του προστεθούν τετραπλάσια ισόπλευρα τριγωνάκια τα οποία 

έχουν λόγο οµοιότητας 1 1
3 3

⋅ µε σχέση το αρχικό Ε0  και λόγο εµβαδών 

21 1
3 3

 ⋅ 
 

. 

Άρα 
2 2 1

2 1 0 1 0 1
1 1 1 1 44 3 3 4
3 3 9 3 9

     Ε = Ε + ⋅ ⋅ Ε = Ε + ⋅ Ε = Ε +     
     

                       (2) 

Επαγωγικά , µε την ίδια κατασκευαστική λογική , έχω στο n+1 βήµα: 
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2n 1
n

n 1 n 0

n

n 0

1E 3 4 E
3

1 4E E
3 9

+

+

  Ε = + ⋅ ⋅ =  
   

 + ⋅ 
 

(3) 

Η σχέση (3) , µας δίνει το εµβαδόν 

στο n+1 βήµα συναρτήσει του 

εµβαδού στο προηγούµενο βήµα n 

και του αρχικού εµβαδού E0.  

0 0
0

1 0 0

1

2 1 0

2

3 2 0

3

4 3 0

n

n 1 n 0

E E

1 4E E E
3 9

1 4E E E
3 9

1 4E E E
3 9

1 4E E E
3 9

..............................

..............................

1 4E E E
3 9+

/ =

 = +  
 

 = +  
 

 = +  
 

 = +  
 

 = +  
 

 

Με πρόσθεση κατά µέλη, παίρνω: 
kn

n 1 0 0
k 0

kn

n 1 0
k 0

k

n 1 0 0 0n k 0

1 4E E E
3 9

1 4E 1 E
3 9

1 4 1 1 8lim E 1 E E 1 E E E
43 9 3 51
9

+
=

+
=

∞

+ ∞ ∞→∞
=

 = + ⋅ ⇒ 
 

   = + ⋅ ⇒  
   

 
    = + ⋅ ⇒ = + ⋅ ⇒ =   

      − 
 

∑

∑

∑

 

∆ηλ. Το επ΄ άπειρον σχήµα της νιφάδας του Koch έχει 60% παραπάνω εµβαδόν 

από το αρχικό τρίγωνο.  
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7.4.Αν φ(χ) είναι η συνάρτηση «απόσταση του χ από τον πλησιέστερο 

ακέραιο», Τότε  η    συνάρτηση  :f →  µε  
1

1( ) (10 )
10

n
n

n
f x xφ

∞

=

= ∑  

είναι παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη! 

 

Προκαταρτικά-σκιαγράφηση της απόδειξης: Η συνάρτηση φ(χ) ορίζεται µέσω 

της συνάρτησης «απόλυτη τιµή» «δεκαδικό µέρος αριθµού» δηλ. {χ} η οποία 

µε την σειρά της ορίζεται µέσω της συνάρτησης «ακέραιο µέρος αριθµού» από 

την ισότητα {χ}=χ-[χ] ,  (βλ. Β3.6.Β.α ) . Έτσι έχω: 

φ(χ)= 1 1
2 2

χ − + − 
 

  για την οποία προφανώς ισχύει 10 ( )
2

φ χ≤ ≤ , (1) και  η 

οποία έχει την παρακάτω γραφική παράσταση : 

 

Η συνάρτηση 1 (2 )
2

φ χ  έχει την παρακάτω γρ. παράσταση: 

 

Η συνάρτηση 1 (4 )
4

φ χ  έχει την παρακάτω γρ. παράσταση: 

 

Η συνάρτηση  1 (8 )
8

φ χ  έχει την παρακάτω γρ. παράσταση: 
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Σχεδιασµένες όλες σε ένα σύστηµα αξόνων µαζί µε την 1 (16 )
16

φ χ έχουν την 

παρακάτω εικόνα: 

 
Με τον τρόπο αυτό δηµιουργείται µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων οι 

οποίες έχουν και µια αξιόλογη ιδιότητα  που δεν χρειάζεται  στην απόδειξη , 

αλλά την αναφέρουµε: Σε κάθε υποδιάστηµα  [α,β] του R , όλες έχουν το ίδιο 

µήκος , κάτι που µπορεί να αποδειχθεί εύκολα γεωµετρικά , µέσω των 

παραλληλογράµµων που δηµιουργούνται. 

Αν προσθέσω την πρώτη και την δεύτερη , παίρνω µια συνάρτηση που έχει την 

παρακάτω µορφή: 

 
Αν προσθέσω τις τρεις πρώτες έχω: 

 
Με πρόσθεση των τεσσάρων πρώτων έχω: 
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Με πρόσθεση των πέντε πρώτων 

έχω:

Με πρόσθεση των επτά πρώτων έχω: 

 
 

Αν προσέξουµε  καλύτερα βλέπουµε ότι παράγεται ένα σχήµα µε την ιδιότητα 

της αυτό-οµοιότητας (το µέρος όµοιο µε το όλον) είναι δηλαδή ένα 

µορφοκλασµατικό αντικείµενο, ή  κλασµοειδές . Επίσης πρέπει να προσέξουµε 

ότι στην πρώτη συνάρτηση έχω  γωνιώδες σηµείο στις  θέσεις  ½ +κ , κ ∈  

όπου δεν υπάρχει εφαπτοµένη στο διάγραµµα της συνάρτησης. Όταν 

προστεθούν  και οι άλλες συναρτήσεις  έχω πρόσθεση επί πλέον κλάσεων 

γωνιωδών σηµείων , τα οποία µε τον τρόπο  που έχω ορίσει την φ(χ) 

ισοκατανέµονται στο R κάτι που είναι απαραίτητο για  να γίνουν τόσο πολύ 

πυκνά  µετά από  άπειρα βήµατα, έτσι ώστε σε κάθε σηµείο χ0  του R ,  να µην 

υπάρχει τελικά εφαπτόµενη στο διάγραµµα της f.  

Στα προηγούµενα σχήµατα επιλέξαµε την ακολουθία των συναρτήσεων  

1 (2 )
2

ν
ν φ χ⋅ ⋅ και όχι την 1 (10 )

10
ν

ν φ χ⋅ ⋅  για λόγους καθαρά σχεδιαστικούς µιας 

και για ν=2 και µόνο για την πρώτη βασική περίοδο της αρχικής , έχω: 
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Για ν=3, 4, 5, …. Προστίθενται διαρκώς πολλαπλάσια δοντάκια από το 

προηγούµενο βήµα, τα οποία όµως δεν διαφοροποιούν το σχήµα που µου δίνει 

ο υπολογιστής, αφού έχω υπέρβαση της διακριτικής ικανότητας που 

καθορίζεται από το πλάτος της γραµµής σχεδίασης.  

∆ιαισθητικά όµως καταλαβαίνουµε, ότι αν αυτό συνεχισθεί σε άπειρα βήµατα η 

καµπύλη µου θα έχει άπειρα δοντάκια ισοκατανεµηµένα ως άπειρα σε κάθε 

υποδιάστηµα του R , οσοδήποτε µικρό , άρα το γράφηµά της δεν θα επιδέχεται 

πουθενά εφαπτοµένη. 

Ορισµένα για την τεχνική της απόδειξης: 

• Πρώτα θα δείξουµε ότι η συνάρτηση 
1

1( ) (10 )
10

n
n

n
f x xφ

∞

=

= ∑  είναι 

συνεχής , µε την βοήθεια του κριτηρίου του Weierstrass .  Την έχουµε 

κατασκευάσει , ώστε να εφαρµόζεται το κριτήριο αµέσως. 

• Θα επιλέξουµε ένα σηµείο α στο R  και θα δείξουµε ότι σε αυτό δεν 

υπάρχει παράγωγος. 
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• Παρατηρούµε, ότι η f , παρουσιάζει περιοδικότητα µε πρωτεύουσα 

περίοδο Τ=1, συνεπώς θα εξετάσουµε την f µόνο στο (0,1] . Άρα θα  

επιλέξουνε (0,1]a ∈   

• Για να δείξουµε ότι δεν υπάρχει η παράγωγος της ( ) ( )lim m
m

m

f a h f a
h→∞

+ − f 

στο α. , θα χρησιµοποιήσουµε όχι τον συνήθη ορισµό της παραγώγου  

,αλλά τον ακολουθιακό που λέει ότι για κάθε µηδενική ακολουθία hm  

θα πρέπει να υπάρχουν  τα όρια ( ) ( )lim m
m

m

f a h f a
h→∞

+ −  και να είναι όλα 

ίσα.. (2)  

• Θα κατασκευάσουµε µια  µηδενική ακολουθία hm για την οποία το 

όριο της (1) δεν υπάρχει. Επιλέξαµε µάλιστα την παράσταση  των fn  

µε την παράσταση της δύναµης του 10 ώστε η ακολουθία που θα 

κατασκευαστεί να εκµεταλλευθεί την δεκαδική παράσταση του α και να 

καταλήξουµε στο αποτέλεσµα που θέλουµε, δηλ. της µη ύπαρξης του 

ορίου της (2).  Με αυτό τον τρόπο αντιµετωπίζεται το θέµα  µε 

στοιχειώδη (κατά το δυνατόν ) τρόπο µε χρήση µόνο του κριτηρίου του 

Weierstrass και µάλιστα για την απόδειξη της συνέχειας της f. 

• To M-κριτήριο του Weierstrass: έστω {fn} µια ακολουθία 

συναρτήσεων ορισµένων στο Α. Έστω επίσης µια ακολουθία αριθµών 

{Μn} τέτοια ώστε να ισχύει: 

| ( ) | , .n nf x M x A≤ ∀ ∈  , και ακόµα η σειρά 
1

n
n

M
∞

=
∑  συγκλίνει, τότε και η 

σειρά 
1

( )n
n

f x
∞

=
∑  συγκλίνει , και µάλιστα απολύτως και επίσης συγκλίνει 

οµοιόµορφα στο Α , στην συνάρτηση 
1

( ) ( )n
n

f x f x
∞

=

= ∑ . 

 

Λεπτοµερώς η απόδειξη έχει ως εξής: 

1)   Η συνέχεια της f(x)  

 



 84 

Ορίζουµε ότι 1( ) (10 )
10

n
n nf x xφ= , η οποία είναι ακολουθία συνεχών 

συναρτήσεων. Τότε από (*) έχω προφανώς ότι 1| ( ) |
10n nf x ≤  για κάθε χ στο Α. 

Επίσης η σειρά  συγκλίνει ως άθροισµα των απείρων όρων φθίνουσας 

γεωµετρικής προόδου µε λόγο 1
10

 και µάλιστα 
1

1
1 110

110 91
10

n
n

∞

=

= =
−

∑ .  Άρα µε 

βάση το κριτήριο του Weierstrass  και η 
1

1 (10 )
10

n
n

n
xφ

∞

=
∑   συγκλίνει οµοιόµορφα 

και άρα, λόγω της οµοιόµορφης σύγκλισης, η προκύπτουσα συνάρτηση 

1

1( ) (10 )
10

n
n

n
f x xφ

∞

=

= ∑  είναι συνεχής. 

 

2) Το µη παραγωγίσιµον της f  σε κάθε χ στο Α 

 

Έστω (0,1]a ∈ . Τότε το α έχει µια δεκαδική παράσταση ψηφίων (δηλ. 

ακολουθία) της µορφής : 

1 2 3 4 5 60, ....a a a a a a a=  Ορίζω την ακολουθία :

1 , 4 ` 9
10

1 , 4` 9
10

mm

n

mm

h
αν α η

αν α η

 ≠  =  
 − =
  

(Το 

γιατί ορίζουµε έτσι την ακολουθία θα φανεί παρακάτω) 

Έχω:
( ) ( )m

m

f a h f a
h

+ −
=

1

(10 ( )) (10 )1
10 10

n n
m

n m
n

hφ α φ α∞

−
=

+ −
⋅ =

±∑

1
10 (10 ( )) (10 )m n n n

m
n

hφ α φ α
∞

−

=

 ± ⋅ + − ∑             (3) 

Θα δείξουµε, ότι στην πραγµατικότητα η (3) δεν είναι ένα άπειρο άθροισµα, 

αλλά ένα πεπερασµένο. 

 

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις για την σειρά (3) : 
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• Αν m n≥ , Τότε ο αριθµός 10n
mh⋅  είναι ακέραιος  και αφού η φ είναι 

περιοδική συνάρτηση µε περίοδο κάθε ακέραιο, θα έχω: 

(10 ( )) (10 )

(10 10 ) (10 )

(10 ) (10 ) 0

n n
m

n n n
m

n n

h
h

φ α φ α

φ α φ α

φ α φ α

+ − =

+ − =

− =

 

• Αν n m< , µπορούµε να γράψουµε : 

 1 2 3 410 0, .... ....n
n n n n ma ΄ακε ραιος α α α α α+ + + += +  

1 2 3 4

1 2 3 4

10 ( ) 0, ....( 1)....
1
2

10 { (10 ( )) (10 )} 1
10, ...
2

n
m n n n n m

m n n n
m

n n n n

a h ΄

a h a

ακε ραιος α α α α α

φ φ

α α α α

+ + + +

−

+ + + +

+ = + ±

≤

+ − = ±

>

 

 Για να ισχύει η δεύτερη ισότητα είναι αναγκαίο να έχει οριστεί hm=-

10-m, όταν αm=9. 

Αν υποθέσουµε ότι 1 2 3 40, .... ...n n n n mα α α α α+ + + +
1
2

≤ , τότε  θα ισχύει σίγουρα και 

ότι  

1 2 3 40, ....( 1)...n n n n mα α α α α+ + + + ±
1
2

≤  , διότι στην ειδική περίπτωση όπου m=n+1 , 

έχουµε φροντίσει να ορίσουµε hm=-10-m , αν αm=4. 

Έτσι όµως θα ισχύει και ότι (10 ( )) (10 ) 10n n n m
ma h aφ φ −+ − = ±   

Η ίδια ισότητα ισχύει   και όταν 1 2 3 4
10, ...
2n n n nα α α α+ + + + > . Άρα ,σε κάθε 

περίπτωση, για n<m θα έχουµε : 

10 { (10 ( )) (10 )} 1m n n n
ma h aφ φ− + − = ±  Έτσι η παράσταση 

( ) ( )m

m

f a h f a
h

+ −
 

είναι στην πραγµατικότητα άθροισµα m-1 στο πλήθος αριθµών , κάθε ένας από 

τους οποίους είναι ή 1 ή –1 . Αλλά όταν προσθέτουµε έναν αριθµό το 1 

µεταβάλλεται από άρτιο σε περιττό (και αντίστροφα) και όταν προσθέτουµε το 

–1 µεταβάλλεται οµοίως από άρτιο σε περιττό ( και αντίστροφα)  

Άρα το άθροισµα m-1 στο πλήθος αριθµών που καθένας τους είναι 1 ή –1 , 

είναι άρτιος αν m περιττός ή περιττός αν m είναι άρτιος. Έτσι έχω, ότι η 

ακολουθία  
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( ) ( )m

m

f a h f a
h

+ −
 είναι µια ακολουθία ακεραίων (µη τελικά σταθερή) της 

οποίας οι όροι είναι ακέραιοι διαδοχικά άρτιων και περιττών. Εποµένως δεν 

µπορεί να συγκλίνει και άρα η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο α.  ,  ό.έ.δ. 
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0. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
0.1.Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πραγµατικοί 
Αριθµοί 

Αλγεβρικοί 
Αριθµοί 

Υπερβατικοί 
Αριθµοί. 

Ρητοί Αριθµοί Άρρητοι 
Αριθµοί 

Κλασµατικοί 
Αριθµοί 

Ακέραιοι 
Αριθµοί 

Αρνητικοί Ακέραιοι 
Αριθµοί. 

Μηδέν Φυσικοί αριθµοί. 
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1. Να εξηγηθεί, γιατί δεν έχει ορισθεί η περιττής τάξεως ρίζα αρνητικού 

αριθµού, παρ’ ότι π.χ. αν ορίσουµε 113 −=− , τότε δεν φαίνεται να 

υπάρχει πρόβληµα µονοσήµαντου, αφού η εξίσωση 3 1x = −  έχει ως 

µοναδική πραγµατική ρίζα το –1 . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Παρατηρούµε τις παρακάτω ισότητες: 

11)1()1()1(11 66 26
2

3
1

3 ==−=−=−=−=− ,   άτοπο. 

∆ηλαδή η παραδοχή του συµβολισµού 113 −=− , οδηγεί στο ότι 1)1( 3
1

−=−  

και επειδή 
6
2

3
1

=  (καθ’ όλα επιτρεπτό) οδηγούµαστε στο άτοπο. 

Ακριβώς γι’ αυτόν τον λόγο, οι µη ακέραιες δυνάµεις, ορίζονται γενικά, µόνο για 

θετικούς πραγµατικούς αριθµούς. 

 

2.   Να εξετασθεί η αλήθεια ή το ψεύδος του παρακάτω ισχυρισµού: 

«Κάθε πραγµατικός αριθµός, έχει µονοσήµαντη δεκαδική 

αναπαράσταση». 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής, όπως φαίνεται από το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 

Αν  ......99999,1=a  τότε 

        99999,1910 =a  

         ...00000,189 =a  

           2=a  

∆ηλ.   ...9999,1....00000,2 =  

Να σηµειωθεί, ότι γενικώς, αν απαιτηθεί κάθε αριθµός ρητός να γράφεται µε 

την πρώτη γραφή (και όχι µε περίοδο το 9) τότε πράγµατι ισχύει το 

µονοσήµαντο της παράστασης κάθε πραγµατικού σε δεκαδικό ανάπτυγµα. 

3. Να δοθούν παραδείγµατα όπου: 

α) άρρητος + άρρητος = ρητός 

β) άρρητος – άρρητος = ρητός 

γ) άρρητος ⋅ άρρητος = ρητός 

δ) άρρητος : άρρητος = ρητός 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) 2)22()2( =−+  

β) 2)2()22( =−+  

γ) 4)2(2)2( =⋅  

δ) 2
2
22

= . 

Στα παραπάνω, θεωρείται γνωστό ότι ο 2  είναι άρρητος και επίσης ότι 

ισχύουν οι προτάσεις: 

(i) ρητός ± άρρητος = άρρητος 

(ii) ρητός : ή ⋅ άρρητος = άρρητος 

οι οποίες αποδεικνύονται µε επαγωγή σε άτοπο. 

 

4. Τα προηγούµενα παραδείγµατα, να δοθούν µε δεκαδικές αριθµητικές 

παραστάσεις. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) Αν ...00000100001000011010010001,1=α  τότε ο α είναι άρρητος αφού έχει 

απειροψήφια µη περιοδική παράσταση. 

Οµοίως ο ...011110111110101101110,1=β  είναι άρρητος για τον ίδιο λόγο. 

Kαι 2,111111...
(µε αφαίρεση κατά µέλη)

10( ) 21,111111...
199( ) 19 (ρητος)
9

α β
α β

α β α β

+ = 
⇒+ = 

+ = ⇒ + =

 

β) Αν       ...100001000001010010001,2=α  (άρρητος) 

      ...100001000001010010001,1=β  (άρρητος) 

    Τότε   1=− βα  (ρητός). 

γ) Αφού 1)12)(12( =+−  και το ανάπτυγµα του 2  θεωρείται γνωστό*, 

τότε 1...4142,2...4142,0 =⋅ . 

                                                           
* Γνωστό υπό την έννοια ότι µπορούµε να προσδιορίσουµε οποιοδήποτε αρχικό πεπερασµένο 
τµήµα των άπειρων ψηφίων του, µε πεπερασµένα βήµατα. Το σύνολο των θέσεων των ψηφίων 
του δεν µπορούµε να το γνωρίζουµε, γι’ αυτό άλλωστε ονοµάζεται και άρρητος (= δεν µπορεί 
να εκφρασθεί). Αλλά είδαµε ότι υπάρχουν και άρρητοι που “εκφράζονται”. 
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δ) Έχω ότι: 
2
22

2
121 ⋅=⋅=  άρα, γνωστού όντος του αναπτύγµατος του 

2R , είναι γνωστό και το 







=

2
2

2
1  που προκύπτει µε τον αλγόριθµο της 

διαίρεσης µε το 2 και άρα 1...707,0...4142,1 =⋅ . 

 

5. Είναι αληθές ότι οι πλέον συνηθισµένοι ρητοί αριθµοί που υπάρχουν 

είναι οι δεκαδικοί τερµατιζόµενοι που χρησιµοποιούµε στην καθηµερινή 

µας ζωή; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Όλοι οι δεκαδικοί τερµατιζόµενοι είναι οι ρητοί της 

µορφής νµ
α

52 ⋅
, µε ∈νµ, Í και 1)52,( =⋅ νµα  και µόνον αυτοί. 

Ως σύνολο είναι µεν απειροσύνολο (στην ζωή µας πάντα πεπερασµένο) αλλά 

ως κλάση των ρητών αποτελεί µια απειροστή κλάση αυτών, πράγµα που 

διαισθητικά γίνεται αντιληπτό από τις δυνατές τιµές που µπορεί να πάρει ο 

παρονοµαστής. 

Εν κατακλείδι έχουµε: 

∆εκαδικοί τερµατιζόµενοι: 1)52,(,,,
52

=⋅
∈

∈
⋅

νµ
νµ α

α
νµα Ù

Í  

Ρητοί          : Ù∈βα
β
α ,, . 

Μπορούµε να πούµε (διαισθητικά πάντα) ότι «Σχεδόν όλοι οι ρητοί, είναι 

δεκαδικοί περιοδικοί». 

Να υπογραµµισθεί , ότι τερµατιζόµενοι ρητοί , είναι και οι έχοντες περίοδο το 9 

(π.χ. 3,54999999….=3,55)  

6. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν άρρητοι α και β έτσι ώστε ο αριθµός βα  

είναι ρητός. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ 2=α  και 2=β , που είναι άρρητοι. Τότε αν 
2

2  

είναι ρητός απεδείχθη. Αν όµως 
2

2  είναι άρρητος, τότε θεωρώ 
2

2=α  
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και 2=β , οπότε 222)2(
2)2(22 2

====βα  ρητός και η πρόταση 

απεδείχθη. 

 

7. Υπάρχει άρρητος α και ρητός ρ έτσι ώστε =⋅ ρα ρητός. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν α άρρητος και ρ ρητός τότε ρρα ′=⋅  (ρητός) θα είχα 

ρ
ρα

′
= , δηλαδή άρρητο = ρητό, άτοπο. 

Όµως τα προηγούµενα ισχύουν µε την προϋπόθεση ότι 0≠ρ . Αν 0=ρ  τότε 

00 =⋅α  για κάθε άρρητο α. 

Εποµένως, οποιοσδήποτε άρρητος επί τον ρητό 0 ισούται µε τον ρητό 0. 

 

8. Να κατασκευασθεί µαθηµατική πρόταση )(nP  η οποία να είναι 

αληθής για τους 100010  πρώτους φυσικούς αριθµούς,  αλλά ψευδής για 

άλλες τιµές του n. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε ως =:)(nP «Ο φυσικός αριθµός n, δεν διαιρείται 

ταυτοχρόνως µε το 10002  και το 10005 ».  

Αν ένας φυσικός n διαιρείται µε τον α και µε τον β, θα διαιρείται και µε το 

γινόµενό τους βα , υπό την προϋπόθεση ότι 1),( =βα . 

Επειδή οι 10002  και 10005  είναι πρώτοι µεταξύ τους ο µικρότερος αριθµός που 

θα διαιρούν και οι δύο θα είναι ο 100010001000 1052 =⋅ . 

Άρα η |/ }10:{10 10001000 <∈=∈∀ nnAn Í . Αριθµίζοντας από το 0, έχω 100010  

φυσικούς που δεν διαιρούνται µε τους 10002  και 10005 , ενώ η πρώτη τιµή που 

καθιστά την )(nP  ψευδή είναι για 100010=n . 

 Είναι προφανής µια γενίκευση που µπορούµε να κάνουµε στο παράδειγµα 

θέτοντας αντί για P10,101000  

Και ένα πιο απλό παράδειγµα: 

Η εξίσωση 101000=101000+
100010
x 

  
 επαληθεύεται για τους πρώτους 101000 

πρώτους φυσικούς  και δεν επαληθεύεται για  τον 101000. 
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2. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ R  
1. Υπάρχει (µη κενό) φραγµένο υποσύνολο του Ð το οποίο δεν έχει 

supremum στο Ð. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ ÐÐ ⊆<∈= + }2:{ 2xxA . 

• Το Α είναι φραγµένο, αφού π.χ. Axxxx ∈∀<⇒<⇒< ,242 22 . 

• Το Α είναι µη κενό αφού A∈1 , διότι 212 < . Άρα το Α, αν δεχθούµε ότι 

ικανοποιεί κάποιο αξίωµα της πληρότητας του Ð , θα έχει supremum στο 

Ð , δηλ. Ð∈= αAsup  και Axαx ∈∀≤ , . 

• Αν )2(:0022 22 <>∃⇒<−⇒<⇒∈ εεααAα  

εαεα −=⇒=+− 202 22  22 <−=⇒ εα . Όµως ανάµεσα στον 

ε−2  και 2  υπάρχει πάντα ρητός, ρ (λόγω πυκνότητας του Ð ). ∆ηλαδή 

222 <<⇒< ραρα  άτοπο. 

• Αν 22 ≥⇒∉ αAα . Οπότε: 

(i) Αν 222 =⇒= αα  άτοπο αφού Ð∈α . 

(ii) Αν 222:02 22 >+>⇒+=>∃⇒> εαεαεα . Ανάµεσα στους 

ε+2 , 2  υπάρχει ρητός έστω ρ′  και 222 >′>⇒′> ραρα  άτοπο, 

διότι το ρ′  είναι µικρότερο άνω φράγµα από το Asup  και Aρ∉ . 

∆ηλαδή  τελικά και για τις τρεις περιπτώσεις καταλήξαµε σε άτοπο, αφού 

δεχθήκαµε ότι Ð∈Asup . Εποµένως Ð∉Asup . 

 

 

 

 

2. Είναι γνωστό, ότι η πεπερασµένη τοµή (αντ. ένωση) ανοικτών 

συνόλων, (αντ. κλειστών συνόλων) είναι ανοικτό σύνολο (αντ. κλειστό). 

Να αποδειχθεί, ότι όταν έχουµε άπειρο πλήθος συνόλων, το συµπέρασµα 

δεν ισχύει αναγκαστικά. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πράγµατι, έχουµε τα παρακάτω παραδείγµατα: 
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∩
∞

=
=






−

1
}0{1,1

n nn
 (κλειστό) 

),0(,1
1

+∞=



+

∞

=
∪
n

n
n

 (ούτε ανοικτό ούτε κλειστό) 

)1,0(,1
1

=



−

∞

=
∩
n

n
n

 (ούτε ανοικτό, ούτε κλειστό) 

)1,1(1,1
1

−=





−

∞

=
∪
n nn

 (ανοικτό) 
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1.ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

 
 
Ταξινόµηση των ακολουθιών ανάλογα µε το φραγµένον και την σύγκλιση.  

 

1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΑΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ – ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΤΟ Ra ∈ .  

   ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΤΟ +∞  ΚΑΙ -∞ - ΑΠΟΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ. 

 

Παραθέτουµε συνήθεις δηλώσεις-παρανοήσεις για τον ορισµό της συγκλίνουσας 

ακολουθίας.  Όλες οφείλονται σε λανθασµένο νοητικό πρότυπο.  Όλες αίρονται µε 

αντιπαραδείγµατα: 

 

1. «Όταν µια ακολουθία συγκλίνει σε ένα πραγµατικό αριθµό α, τότε όλοι οι 

όροι της πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο α, χωρίς ποτέ να το ξεπερνούν» 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Θεωρούµε την ακολουθία 
ν

α
ν

ν
)1(3 −

+= , της οποίας οι όροι άρτιας τάξης 

πλησιάζουν το 3 από δεξιά και οι όροι περιττής τάξης πλησιάζουν το 3 από αριστερά. 

Η εικόνα των όρων της ακολουθίας παριστάνεται στο παρακάτω σχήµα: 
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               2                          2,66     2,8   3   3,16  3,25     3,5 

 
 
 
                
               α1                             α3            α5        α6   α4        α2 
 

 

 

 

Επίσης, όντως η 3→να , διότι, 00   3:)(  ,0      ννεαεννε ν ≥∀〈−=∃〉∀ . 

Όντως, ισχύει ότι: 

          ε
ν

εa
ν

ν <−
−

+⇔<− 3)1(33  

ε
ν

ε
ν

ν
<⇔<

−
⇔

1)1(  

       )0(1
>⇔<⇔ νε

ν
 

              
ε

ν 1
>        (1) 

Οπότε, λόγω της (1) για κάθε ε>ο, αρκεί να επιλέγουµε 11)(00 +



==
ε

ενν . 

Τότε, για κάθε εα
ε

ν
ε

νν ν 〈−⇔⇔〉⇒+



=≥ 3...111

0 . 

 

2. «Σε µια συγκλίνουσα ακολουθία, οι όροι της πλησιάζουν το όριο, οσοδήποτε 

κοντά, χωρίς ποτέ να φθάνουν σε αυτό». Είναι ορθός ο παραπάνω ισχυρισµός; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Αν θεωρήσουµε την 

ακολουθία: 

 

 

τότε οι όροι της προφανώς πλησιάζουν το 2 µέχρι να τον όρο 200α  και έπειτα, όλοι οι 

υπόλοιποι (και άπειροι στο πλήθος) όροι της ισούνται µε 2. 

- ψηφία του 9

1, 99...9 αν    200

2              αν   200
ν

ν

ν
α

ν

≤  =  
 〉 
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 Η ακολουθία αυτή, συγκλίνει στο 2, αρκεί για κάθε ε>ο, να θεωρώ 

200)(0 =εn , οπότε .0222200 εαν ν 〈=−=−≥∀  

 

3. «Αν µια ακολουθία έχει µόνο ακέραιους όρους, τότε δεν είναι δυνατό να 

συγκλίνει».  

Να εξετασθεί η αλήθεια της παραπάνω πρότασης. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

 Είναι ψευδής, διότι υπάρχει το αντιπαράδειγµα της ∈∀= nn   ,5α Í. 

Προφανώς η 5→nα  και   ∈nα Í ∈∀n Í. 

Γενικότερα, για να συγκλίνει µια ακολουθία µε ακεραίους όρους, έστω στον ∈α Ñ, 

θα πρέπει οσοδήποτε µικρή περιοχή του α , να περιέχει άπειρους όρους της 

ακολουθίας, ενώ έξω από την περιοχή να είναι πεπερασµένοι όροι της ακολουθίας. 

Έτσι, για 0  
10
1

〉=ε  θα πρέπει στο  





 +−

10
1 ,

10
1 αα  να περιέχονται άπειροι 

ακέραιοι όροι και εκτός του διαστήµατος πεπερασµένοι. 

Όµως σε ένα διάστηµα πλάτους 0,2 µόνο ένας ακέραιος µπορεί να υπάρχει και 

για να συγκλίνει η na , αυτός υποχρεωτικά πρέπει να είναι ο α , το όριο της na  (διότι 

αν ήταν κάποιος άλλους ακέραιος 0≠β , τότε για 
2
αβ

ε
−

= , στο διάστηµα 








 −
+

−
−

2
,

2
αβα

αβ
α  δεν έχω κανένα όρο της ακολουθίας, άρα δεν συγκλίνει, 

άτοπο). 

Άρα: «Για να συγκλίνει µια ακολουθία ακεραίων όρων, θα πρέπει αυτή να 

είναι τελικά σταθερή (και τελικά ίση µε ακέραιο)». 

Πιο  εύκολα µπορούµε να φθάσουµε στο ίδιο συµπέρασµα ως εξής: 

Αφού η αn συγκλίνει, θα είναι βασική (ακολουθία Cauchy) δηλ. για  

0 0
1 1:| | ,
2 2n mn a a m n nε = ∃ ∈ − < ∀ >  Έτσι , ισοδυνάµως θα έχω: 

0
1 1 ,
2 2n ma a n m n− < − < ∀ >  Αλλά όµως n ma a− ∈  και εποµένως  

0 00 , . ,n m n ma a m n n a m n nδηλ α− = ∀ > = ∀ > δηλ. αn τελικά σταθερή. 

4. «Εάν σε κάθε περιοχή του α , οσοδήποτε µικρή, υπάρχουν άπειροι όροι της 
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ακολουθίας νa , τότε ααν → ». 

Είναι ορθός ο παραπάνω ισχυρισµός; Αν ναι, να αποδειχθεί 

Αν όχι, να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Όχι, διότι, π.χ. για την ακολουθία ( )n
n 1−=α , σε κάθε περιοχή του 1 υπάρχουν 

άπειροι όροι της ακολουθίας νa . 

Πράγµατι, ισχύει: ( ) εαε <=−−=−>∀ 0111,0 2
2

n
n . 

∆ηλαδή, όλοι οι όροι άρτιας τάξεως της ακολουθίας ισούται µε 1 και έτσι, 

«οσοδήποτε κοντά στο 1 υπάρχουν όλοι οι όροι άρτιας τάξης, που είναι άπειροι στο 

πλήθος».   

Όµως, η νa  δεν είναι συγκλίνουσα όπως θα αποδείξουµε παρακάτω: 

Εάν υποθέσουµε ότι 0 τότε, : >→∈∃ εααα nÑ , άρα και για  ,
2
1

=ε υπάρχει 

( ) ( )
2
11 : 000 <−−⇒≥∈= αε nnnnn Í . 

 Τότε θα έχω:  
( )

( ) 







<−−

<−−

+ (2)
2
11

(1)
2
11

10

0

a

a

n

n

  

Ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( ) αα nnnn +−−−−=−−− ++ 01000 1111 1  

     ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) 1
2
1

2
111)11 010010 =+<−−+−−≤−−−−−= ++ αααα nnnn  

Τελικά, έχω  

     ( ) ( ) 111 010 <−−− + nn      (3). 

Όµως, 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2212111111 0010 =⋅=−⋅−=−−⋅−=−−− + nnnn .               (4) 

Οι (3) και (4) όµως αντιφάσκουν, όπερ άτοπο. 

Εποµένως, ααα →=∈∃/ nÑ . 
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5. Η ακολουθία 
ν

α 1
+= ev  αποτελεί παράδειγµα ακολουθίας της οποίας όλοι οι 

όροι είναι άρρητοι και συγκλίνει σε άρρητο. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Πράγµατι, ο αριθµός  
ν
1

+e  είναι άρρητος Í∈∀ν , διότι εάν  ρ
ν

=+
1e  (ρητός), τότε  

ν
ρ 1

−=e  και το δεύτερο µέλος είναι ρητός ως διαφορά ρητών, ενώ το πρώτο είναι 

άρρητος, πράγµα άτοπο. 

Επίσης, 
1 1lim lim lim 0

v vv
e e e e

ν ν→+∞ →+∞→+∞

 + = + = + = 
  . 

 

6.  Η πρόταση : «Κάθε ακολουθία ρητών συγκλίνει σε ρητό» είναι ψευδής. Η 

ακολουθία να , της οποίος ο ν-οστός όρος είναι ο αριθµός που σχηµατίζεται από 

τα ν πρώτα ψηφία του δεκαδικού αναπτύγµατος του αριθµούς π, αποτελεί 

αντιπαράδειγµα ακολουθίας- ρητών που συγκλίνει στον άρρητο π  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Πράγµατι, αν θεωρήσω ως κν την ακολουθία των δεκαδικών ψηφίων του  αριθµού π 

(κ1=3, κ2=1,κ3= 4, κ4=1 …) τότε, 1 2 3 1 23,  3,1,  3,14....,  , ,...ν να α α α κ κ κ= = = = .  

Έτσι 
  µηδενικά

1 2 13,14159... 0,000000 , ... 0,000...0 ... 0,0000...09999...
άν ν µηδενικ

ν ν ν ν να π κ π κ κ κ
−

+ + +− = − = − = <

( ) ( ) 89
1

191
1

91
1

10
110....1000...0000,0 11

1
µηδενικά 1

−
=

−+
≤

+
====

−−
+−

−

νννν
ν

ν

 

∆ηλαδή τελικώς, 

        1
9 8να π
ν

− <
−

.      (1) 

Αν ε>0, έχω τις ισοδυναµίες: 

       
89

1
⇔<

−
ε

ν
      (2) 

⇔>
ε
18-9ν  
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⇔+> 819
ε

ν  

9
8

9
1

+>
ε

ν .      (3) 

Οπότε, 0>∀ε , αρκεί να επιλέγω ( ) 1
9
8

9
1

00 +



 +==
ε

ενν , από όπου λόγω των (3), 

(2) και (1) έχω ( )0να π ν ν ε− < ∀ > . 

∆ηλαδή, να π→ . 

 

7.  Κάθε πραγµατικός αριθµός, (ρητός είτε άρρητος), µπορεί να είναι όριο 

ακολουθίας ρητών.  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Αν α πραγµατικός, θεωρώ την ακολουθία 
[ ]

ν

να
α

ν
= , της οποίας όλοι οι όροι είναι 

ρητοί. 

Ισχυρίζοµαι ότι ααν → . 

Πράγµατι: 

[ ]
[ ]

αααα

αα
ν

αα
ν

α

αα
ν

α

ν
να

ν
να

ν
να

νανανα

νν

ν

ν

ν

=⇒≤≤

⇒≤≤





 −

⇒≤≤−

⇒≤<−

⇒≤<
−

⇒≤<−

+∞→

+∞→+∞→+∞→

v

vvv

a

a

limlim

 lim lim1lim

1

1

1
1

 

 

Σχόλιο: Για α π= , έχω 
[ ]

ν

νπ
α π

ν
= →  που είναι αντιπαράδειγµα ακολουθίας 

ρητών που συγκλίνει στο π.  Εδώ το παράδειγµα είναι απλούστατο σε σχέση µε την 

προηγούµενη κατασκευή του παραδείγµατος.  Η ευκολία όµως αυτή οφείλεται στην 

ιδιότητα της ανάρτησης «ακέραιο µέρος», η οποία  υποκρύπτει µια εξ’ ίσου 

πολύπλοκη «κατασκευή», στην ίδια της την επινόηση καθ’ αυτή. 
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8.  Η πρόταση: « Εάν αα →n  τότε    an →α » είναι αληθής. 

1. Να εξετάσετε εάν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. Εάν ισχύει να την αποδείξετε, 

αν όχι να γράψετε κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

2. Υπό ποίες πρόσθετες συνθήκες, η αρχική πρόταση θα µπορούσε να είναι 

ισοδυναµία; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

1) ∆εν ισχύει αντίστροφη πρόταση, διότι αν ( )n
na 1−= , τότε ( ) 111 →=−= n

na , ενώ  

     η na δεν συγκλίνει. (βλέπε 1.1.4) 

2)Επειδή ( ) ( )0  ≠−→−⇔→ αaaaa nn  και επειδή το όριο όταν υπάρχει είναι 

µοναδικό, η αρχική πρόταση θα ισχύει ως ισοδυναµία αν αα →n και αα →− n . 

Αλλά αφού αα −→− n  λόγω µοναδικότητας του ορίου , θα πρέπει α α− = , 

ισότητα που ισχύει µόνο εάν 0=α . 

∆ηλαδή, τελικά έχουµε ( )00 →⇔→ nn αα . 

 

9.  Εάν µία ακολουθία έχει µόνο θετικούς όρους και είναι γνησίως αύξουσα, τότε 

τείνει στο +∞; 

 

Όχι απαραιτήτως. 

Για παράδειγµα, για την ακολουθία 
1

13
+

−=
n

an , ισχύει: 

• Í∈∀>
+

− n
n

  0
1

13 , διότι εάν επιλύσουµε το σύστηµα 












∈

>
+

−

Í 

0
1

13

n
n , βρίσκοµε 

ως λύσεις κάθε Í ∈n . 

• 1212
1

1
2

1
1

13
2

131 >↔+>+⇔
+

<
+

⇔
+

−>
+

−⇔>+ nn
nnnnnn αα αληθής 

και ισοδυνάµως ισχύει και η αρχική. ∆ηλαδή, η na  είναι γνησίως αύξουσα. 

• 1 1lim lim 3 lim3 lim   3 0 3
1 1nv v vv

a
n n→+∞ →+∞ →+∞→+∞

 = − = − = − = + + 
. 
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10.   Για µια ακολουθία µη αρνητικών όρων  nα  ισχύει ότι «Για κάθε Μ>Ο, 

(οσοδήποτε µεγάλο) άπειροι στο πλήθος όροι της είναι µεγαλύτεροι από το Μ». 

Τότε η ακολουθία αυτή τείνει στο +∞; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:Όχι απαραιτήτως. 

Για παράδειγµα η ακολουθία:  









=
  περιττός  αν  0,
άρτιος    αν  

n
n,n

nα  

Οι όροι άρτιας τάξεως είναι άπειροι, ενώ MnnΜ >∈∃>∀ 00 :0 Í: , ενώ υπάρχουν 

άπειροι άρτιοι µεγαλύτεροι του n. 

Η ακολουθία +∞→/nα , διότι  αν +∞→nα , τότε 0 >∀ M , άρα και για Μ=10, 

( ) 000    10 :10  nnnn n ≥∀>=∃ α . 

Αν 0n  άρτιος, τότε 10 +n  περιττός και 
0 1 0 10nα + = > άτοπο. 

Αν 0n  περιττός, τότε 100
0

>=nα  άτοπο. 

 Εποµένως, +∞→/nα . 

 

11.  Εάν µία ακολουθία δεν είναι άνω φραγµένη ενώ είναι κάτω φραγµένη 

συγκλίνει (κατ’ εκδοχήν) στο +∞;  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Το προηγούµενο αντιπαράδειγµα εκπληροί τις προϋποθέσεις.  Είναι ακολουθία κάτω 

φραγµένη, δεν έχει άνω φράγµα και δεν συγκλίνει στο +∞. 

 

12 . «Εάν µία ακολουθία δεν είναι ούτε άνω ούτε κάτω φραγµένη, τότε συγκλίνει 

ή στο +∞ ή στο -∞ ». Ισχύει ο ισχυρισµός αυτός; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Όχι απαραιτήτως.  Για αντιπαράδειγµα η 








=
  περιττός  αν  ,-
άρτιος    αν  

nn
n,n

nα  δεν είναι ούτε 

άνω, ούτε κάτω φραγµένη, ενώ δεν συγκλίνει ούτε στο +∞, ούτε στο -∞. 

Πράγµατι: 

Αν +∞→nα , τότε 0 >∀ M , άρα και για Μ=10 θα υπήρχε 

( ) 00   10 : 10 nnnn n ≥∀>= α . 

Τότε, •  αν 0n περιττός θα ισχύει 1000
>−= nnα άτοπο, 
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          •  αν 0n άρτιος, 10 +n  περιττός και ( ) 101010
>+−=+ nnα  άτοπο. 

Άρα  +∞→/nα . 

Αν −∞→nα , τότε 0 >∀ M  άρα και για Μ=10 θα υπάρχει 

( ) 00   10 : 10 nnnn n ≥∀−<= α  

Τότε, •  αν 0n άρτιος 1000
−<= nnα άτοπο, 

          •  αν 0n περιττός, 10 +n  άρτιος και ( ) 101010
−<+=+ nαn  άτοπο. 

∆ηλαδή, τελικώς η nα δεν είναι ούτε στο +∞, ούτε στο -∞ 

 

1.2 ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ – ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ 

ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 

 

1. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση: «Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι 

φραγµένη». Ισχύει το αντίστροφο αυτής της πρότασης;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει να αποφανθούµε στο εάν ισχύει ή όχι ότι «Κάθε φραγµένη 

είναι συγκλίνουσα» 

∆εν ισχύει αυτό, διότι υπάρχει ακολουθία, η ( )n
na 1−= , η οποία είναι φραγµένη διότι 

    22 Í∈∀<<− nnα και η οποία δεν είναι συγκλίνουσα, όπως δείξαµε στην B.1.1.4 

 

2.  Είναι γνωστό ότι αν ββαα →→ nn ,  τότε   ,βαβα +→+ nn  ,λαλα →n  

 ,
ββ
aα

n

n → 1 ( ) αββαβ →≠ nn 0 . Ισχύουν τα αντίστροφα των επί µέρους 

προτάσεων;  

 

                                                 
1 Αν 0nβ β και β→ ≠ , τότε 0 0: 0nn n nβ∃ ∈ ≠ ∀ >  . Πράγµατι , για ε=

| |
2
β

 , από 

τον ορισµό της σύγκλισης της nβ  , έχω ότι 0 0
| |:| | (1)

2nn n nβ
β β ε∃ ∈ − < = ∀ >  

Τότε όµως, 
(1)

| | | || | | | | | | | | | 0
2 2n n n
β ββ β β β β β β β= − + ≥ − − > − = > , 0n n∀ > .  
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Η απόδειξη µπορεί να γίνει µε το ίδιο αντιπαράδειγµα για όλες.  

Πράγµατι, αν ( )n
na 1−= , ( ) 11 +−= n

nβ , τότε: 

• ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 000111111 1 →=⋅−=−+⋅−=−+−=+ + nnnn
nn βα , ενώ οι nα , 

nβ δεν είναι συγκλίνουσες. 

• ( ) ( ) ( ) 11111 121 −→−=−=−⋅−=⋅ ++ nnn
nn βα , ενώ οι nα , nβ  δεν συγκλίνουν.  

• 
( )

( )
11

1
1

1
1

1 −→−=
−

=
−
−

= +n

n

n

n

β
α

, ενώ οι nα , nβ δεν είναι συγκλίνουσες. 

• 000 →=⋅ nα , ενώ η nα  δεν συγκλίνει. 

Αν λ≠0, ισχύει και το αντίστροφο, διότι αν λαλα →n , τότε 0 >∀ ε , άρα και για  

( ) εααελααλελαλαεnnελε nn
λ

n <−⇒/<−/<−=∃>⋅= ⇒
≠0

**
0

*  :    0 , δηλαδή.  

an →α  

3.  Γνωρίζουµε ότι ισχύουν οι δύο ιδιότητες σύγκλισης των ακολουθιών:  

Αν Ñ∈→ anα και Ñ∈→ ββ n , τότε  

(i) βαβα +→+ nn  

(ii) βαβα ⋅→⋅ nn  

Εύκολα,  µε µαθηµατική επαγωγή,  µπορεί να αποδειχθεί ότι και οι δύο 

ιδιότητες, ισχύουν για οσοδήποτε πεπερασµένο πλήθος ακολουθιών.  

• Να εξετασθεί αν µπορούν οι ιδιότητες αυτές να επεκταθούν για άπειρο 

πλήθος ακολουθιών.   

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i) Θεωρώ την σταθερή ακολουθία 11 →=na  

     Επίσης, ισχύει ότι: 
n

...
nnn

nan
11111 +++=⋅==  (1). 

Τότε, αν ίσχυε η ιδιότητα της πρόσθεσης των ορίων απείρου πλήθους 

ακολουθιών, από την (1) θα είχα: 
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.1lim αφού άτοπο,  0lim

0...000lim

1 lim...1 lim1 limlim

 (2)  1...11limlim

==

⇒++++=

⇒+++=

⇒





 +++=

+∞→+∞→

+∞→

+∞→+∞→+∞→+∞→

+∞→+∞→

nnnn

nn

nnnnnn

nnn

a
nn

a
n

a

nnn
a

αα

 

 Παρατηρητέο, ότι η (2) φαίνεται να έχει πεπερασµένο πλήθος ακολουθιών, 

καθώς εφαρµόσαµε το limes και στα δύο µέλη της (1).  Όµως, n→ +∞  και θα 

έπρεπε µετά τον τελευταίο προσθετέο  
n
1  να γράψουµε +…, για να δείξουµε το 

απειρoάθροισµα.   

 Σε κάθε περίπτωση, όµως, έχουµε άτοπο. 

(ii)Για την ακολουθία 
n

n n
a 






 +=

11 , γνωρίζουµε ότι συγκλίνει στον e. 

Όµως, 

  

1 1 1 11 1 1 ... 1   (1) 

1 1 1 1lim 1 lim 1 lim 1 ... lim 1

1 1 1 ... 1
1  άτοπο, αφού   2 4  ή   2,718....

n

n

n n n n

n n n n
e
e e e

      + = + + + ⇒      
      

       + = + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⇒       
       

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒
= < < ≈

 

     Παρατηρητέο και εδώ, ότι όταν παίρνουµε όριο και των δύο µελών της (1) 

φαίνεται να έχω πεπερασµένους όρους στο β’ µέλος, όµως n → +∞.  

 Σε κάθε περίπτωση, όµως, αυτό δεν επιτρέπεται, αφού έχουµε άτοπο! 

 

 

4. «Αν Ñ∈→ anα και 0nβ → ,  τότε η ακολουθία 
n

n

β
α

 δεν συγκλίνει». 

1) Είναι αληθής ο παραπάνω ισχυρισµός; Αν ναι, να αποδειχθεί.  Αν όχι, να 

δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

2) Υπό ποίες επιπρόσθετες συνθήκες είναι αληθής ο αρχικός ισχυρισµός; 

     Να γίνει διερεύνηση των περιπτώσεων. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  
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1) ∆εν είναι αληθής ο ισχυρισµός. Ως αντιπαράδειγµα θεωρώ τις ακολουθίες 

Ñ∈→= 01
ν

αn και  01
→−=

ν
βn  για τις οποίες έχω 11

1

1

−→−=
−

=

ν

ν
β
α

n

n  

2) Η απαιτούµενη επιπρόσθετη συνθήκη, για να είναι αληθής ο ισχυρισµός είναι 

0≠α  και επίσης η nβ  να είναι µηδενική µεν, αλλά µε όρους τελικά διάφορους 

του µηδενός, διότι αλλιώς δεν έχει νόηµα να οµιλούµε για ακολουθία  
n

n

β
α . 

Συνήθως, όµως, αυτό το τελευταίο συµφωνούµε να εννοείται, διότι όταν στην 

αρχική διατύπωση λέµε «η ακολουθία 
n

n

β
α

» υποθέτουµε  (σιωπηρώς) ότι ορίζεται, 

άρα τελικά οι όροι της nβ δεχόµαστε ότι είναι διάφοροι του µηδενός, από τη 

διατύπωση.  Εδώ το σχολιάζουµε για λόγους µαθηµατικής αυστηρότητας και 

καλό είναι να το έχουµε υπ’ όψιν και να το εννοούµε συνειδητά. 

Κάνουµε την απόδειξη µε την εις άτοπον απαγωγή. 

Έστω, ότι η 
n

n

β
α

 είναι συγκλίνουσα.  Τότε θα είναι και φραγµένη και θα υπάρχει  

Í∈∀<> nφ
β
αφ

n

n     : 0 .     (1) 

Επίσης, aαn → .  Αυτό σηµαίνει, ότι σε κατάλληλη περιοχή του a, η an διατηρεί 

τελικά το  πρόσηµο του α . 

Πράγµατι, αν 0>α  τότε επειδή aαn → , ισχύει ότι 0>∀ε , άρα και για  

( ):    0
2 1 εnn
α

ε =∃>=  1   
2

nn
α

aαn ≥∀<−  

ή     1   
2

nn
a

aaa nn ≥∀<−≤− α  

ή       1   
22

nn
a

aa
a

n ≥∀<−<−  

ή              1   
2

3
2

nn
a

a
a

n ≥∀<<      (2) 

Έχω ακόµη ότι  0→nβ .  Εποµένως, ( )εnnε 2   0 =∃>∀ : 

2   nnεβn ≥∀< .     (3) 
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Από (3) έχω 3   11 nn
εβn

≥∀>  ( 3n  ο δείκτης πέραν του οποίου έχω τελικά βn≠0)  

ή [από (2)] 

( )1
(2)

  0  11 nnα
ε

α
β

α nn
n

n >∀≠⋅>⋅ ⇒  

ε
α

β
α

n

n

2
>       (4) 

Συγκρίνοντας τις (1) και (4) παρατηρώ, ότι η (1) ισχύει για σταθερό φ>0, ενώ η 

(4) για µεταβλητό ε>ο.  Συνεπώς, αν εκλέξω ως 
φ
α

ε
2

= , η (4) δίνει 

    φ
β
α

n

n > .      (5) 

Οι (1), (5) συνιστούν άτοπο. 

Ειδικότερα τώρα, µπορούν να αποδειχθούν τα παρακάτω: 

• Αν 0→nα  και 0→nβ  δεν µπορούµε να αποφανθούµε για την σύγκλιση της 

n

n

β
α

, διότι για παράδειγµα: 

α) Ñ∈∀→===→= ααα
β
α

βαα    
1

   και 1  0

n

n
a

n
,

n n

n
nn  

β) +∞→==→=→= n

n

n
n

,
n n

n
nn 1

1

   και 01  01
β
α

βα  

γ) −∞→−=→=→= n
n

,
n n

n
nn β

α
βα    και 01  01  

δ) ( )
( )

( ) συγκλίνει. δεν 1
1

1

   και 1  01 n

n

n

n
n

n

n

n

n
n

,
n

−=

−

==→
−

=
β
α

βα  

• Αν 0>→ αα n  και 0→nβ , τότε  

α) Αν η βn διατηρεί τελικά θετικό πρόσηµο, +∞→
n

n

β
α

. 
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β) Αν η βn διατηρεί τελικά αρνητικό πρόσηµο, −∞→
n

n

β
α

. 

γ) Αν η βn εναλλάσσει το πρόσηµό της (η άρνηση των (1,2) µε την επιφύλαξη 

των τελικά µηδενικών όρων), η 
n

n

β
α

 δεν συγκλίνει. 

• Αν 0<→ αα n  και 0→nβ , τότε  

α) Αν η βn διατηρεί τελικά θετικό πρόσηµο, −∞→
n

n

β
α

. 

β) Αν η βn διατηρεί τελικά αρνητικό πρόσηµο, +∞→
n

n

β
α

. 

γ) Αν η βn εναλλάσσει πρόσηµο,  
n

n

β
α

 δεν συγκλίνει. 

 

5. Αν +∞→nα  και +∞→nβ  µπορούµε να αποφανθούµε για την σύγκλιση της 

n

n

β
α

;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, διότι έχουµε τα εξής τρία  παραδείγµατα: 

• 0>+∞→⋅= anααn  

0     και ,
n

n >∀→=∞→= ααα
β
αnβn  

• +∞→= 2nαn  

+∞→=+∞→=
n

n
β
αnβn

2

n

n και ,  

• +∞→= nαn  

01 και ,
n

n2 →=+∞→=
nβ

αnβn  

Εποµένως, το µόνο  το οποίο µπορούµε να εικάσουµε  µε βάση τα προηγούµενα 

παραδείγµατα είναι, ότι: «εάν συγκλίνει, θα έχει µη αρνητικό όριο». Αυτό βεβαίως 

προκύπτει και εξ’ αρχής µε την παρατήρηση, ότι αφού +∞→nα  και +∞→nβ   
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έχουν και οι δύο τελικά θετικούς όρους, εποµένως και το πηλίκο 
n

n

β
α

 θα έχει τελικά 

θετικούς όρους. 

 

6. Αν +∞→nα  και −∞→nβ   µπορούµε να αποφανθούµε για τη σύγκλιση ή όχι 

της ακολουθίας nn βα + ;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς η nn βα +  µπορεί να συγκλίνει ή και να αποκλίνει όπως 

φαίνεται από τα παρακάτω: 

1) Ñ∈∀→=+−∞→−=+∞→= αααβααβα      και    nnnn ,n,n  

2) +∞→=+−∞→−=+∞→+= 22   και    n,n,nn nnnn βαβα  

3) +∞→−=+−∞→+−=+∞→= 22   και    n,nn,n nnnn βαβα  

4) ( ) ( ) συγκλίνει. δεν  1  και  1  n
nn

n
nn ,n,n −=+−∞→−+−=+∞→= βαβα  

 

∆ηλαδή δεν µπορούµε να αποφανθούµε για την nn βα +  κατ’ ουδένα τρόπο, αφού τα 

παραδείγµατα καλύπτουν όλες τις δυνατές περιπτώσεις σύγκλισης ή απόκλισης. 

 

7.  Αν 0→nα  και ∞−∞→ -  ή  nβ   τότε µπορούµε να αποφανθούµε για τη 

σύγκλιση ή όχι της ακολουθίας nn βα ⋅ ;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, όπως φαίνεται από τα παρακάτω παραδείγµατα 

1) *0,   ,   και     n n n n
a n
n

α β α β α α α= → = → +∞ ⋅ = → ∀ ∈  

2) 2 *0,   ,   και     n n n n
a n n
n

α β α β α α= → = → +∞ ⋅ = ⋅ → +∞ ∀ ∈  

3) 2 *0,   ,   και  ( )    n n n n
a n n
n

α β α β α α += → = − → −∞ ⋅ = ⋅ − → −∞ ∀ ∈  

4) ( ) ( ) *1 0,   ,   και  1   αποκλίνει  n n
n n n n

a n
n

α β α β α α= − → = → +∞ ⋅ = − ⋅ ∀ ∈  
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς όχι, όπως φαίνεται από τα παρακάτω παραδείγµατα: 

• Αν 22   τότε,  και  12
1

→=+∞→=→= nn β
nnn αnβα  

• Αν +∞→=+∞→=→= nβ
nnn

nn αnβα 2τότε,και12 21

 

• Αν 
( ) ( )nnn

n
β

nn αnβα 12τότε,και12
1

−=+∞→=→=
−

που δεν συγκλίνει, 

διότι ταλαντεύεται και  λαµβάνει εναλλάξ τις τιµές 2 και 
2
1 . 

 

9. Αν Í∈∀<< nnn    0 βα  και η nβ  είναι συγκλίνουσα,  τότε και η nα  

συγκλίνει; Τι πρέπει να ισχύει επιπροσθέτως,  ώστε να συγκλίνει η nα ;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως, διότι εάν ( )n
n 12 −+=α  και  

nn
13 +=β , τότε για 

την nα  έχω 3  αν  άρτιος
1  αν  περιττόςn

n
n

α
 

=  
 

και η οποία δεν συγκλίνει. 

 Επίσης, προφανώς ισχύει:  

Í∈∀=+<< n
n nn     130 βα . 

Για να υπάρχει σύγκλιση, θα πρέπει 0→nβ , οπότε η δοθείσα σχέση 

0 0 →<< nn βα µε βάση το θεώρηµα των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών δίνει 

0 →nα . 

Σε κάθε άλλη περίπτωση, όπου 0→/β , πάντα µπορώ να βρίσκω παράδειγµα µη 

συγκλίνουσας ακολουθίας 

     Í∈∀<< nnn    0 βα .      (1) 

Εάν 0≠= αβ n , τότε από την (1) έπεται ότι 0>α . 

8. Εάν 1=nα και +∞→nβ , µπορούµε να αποφανθούµε για τη σύγκλιση της  

n
n
βα ;  
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Επίσης, αν { }Í∈= nβλ n ,inf  τότε αλ ≤<0   ( 0≠λ , διότι αν 0=λ , δεδοµένου ότι 

0>nβ , το  λ.σ.σ. και τότε 0→nβ , πράγµα που αντιβαίνει στην υπόθεση ότι 

0→/β ). 

Έτσι, για την κατασκευή του αντιπαραδείγµατος αρκεί να θέσω π.χ. 

συγκλίνειδενπροφανώςη,
  περιττός αν  ,

4

 άρτιος   αν  ,
3

nn α
nλ

nλ

α



















= Í∈∀<< nnn    0 βα . 

 

10. ∆ίνεται η πρόταση: «Αν για δύο συγκλίνουσες ακολουθίες nn βα , , ισχύει 

   n n nα β> ∀ ∈ , τότε θα ισχύει και nn βα limlim > ». 

Αν ισχύει να αποδειχθεί, αν όχι να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα και να 

βρεθεί η επιπρόσθετη συνθήκη για να υπάρχει σύγκριση µεταξύ των οριακών 

τιµών.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 
nn
2

=α  και 
nn
1

=β , και προφανώς Í∈∀=>= n
nn nn    12 βα , 

ενώ 0limlim == nn βα . 

Γενικά, έχουµε τα εξής: Αν nβ β→  τότε  nβ β− → − , ενώ 

( ) ( ) βαβαβαβα nnnn −=−+→−+=−  και Í∈∀>− nnn     0 βα  

Γνωρίζουµε, ότι η διαφορά βα −  δεν µπορεί να είναι αρνητική, διότι τότε, σε 

κατάλληλη περιοχή του βα − , τελικά όλοι οι όροι της n nα β−  θα ήταν αρνητικοί, 

άτοπο. Άρα 0≥− βα . 

Έτσι, γενικά έχουµε την σωστή πρόταση. 

«Αν βαβαββαα ≥∈∀>∈→∈→   τότε,    και      και  ÍÑ  Ñ nnnnn ». 

11. Να εξετασθεί η ισχύς της προτάσεως: « →nα », τότε 11
→

nα
.  Σε 

περίπτωση που ισχύει να  αποδειχθεί.  Σε αντίθετη περίπτωση να δοθεί 

κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

Να τεθούν επίσης τυχόν επιπρόσθετοι περιορισµοί, ώστε να ισχύει πάντα το 

συµπέρασµα. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς, δεν ισχύει το συµπέρασµα, διότι 

• Αν ( ) 01
→

−
=

n

n

nα , ενώ η ( ) nn

n

⋅−= 11
α

 αποκλίνει και µάλιστα δεν συγκλίνει 

ούτε κατ’ εκδοχήν. 

• Αν +∞→=→= n,
n n

n α
α 1  η    τότε01 . 

• Αν −∞→−=→−= n,
n n

n α
α 1  η    τότε01 . 

• Αν 011  η    τότε →=+∞→=
n

,n
n

n α
α . 

• Αν 011  η    τότε →
−

=−∞→−=
n

,n
n

n α
α . 

• Αν  πρόταση).(γνωστή 11  η    τότε),0(και =≠∈→
n

n α
α Ñ  

Εποµένως, επαναδιατυπώνοντας την αρχική πρόταση, έχω: «Αν { }0 −∈→ Ñnα , 

τότε 11
→

nα
, όπου φυσικά 1 1 0= =

+∞ −∞
. 

 

1.3.ΥΠΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ  ΚΑΙ  ΣΥΓΚΛΙΣΗ 

 

1. «Αν µία ακολουθία έχει συγκλίνουσες υπακολουθίες, είναι συγκλίνουσα;» 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, απαραιτήτως. Ως αντιπαράδειγµα θεωρούµε την ακολουθία 

( )n
n 1−=α , η οποία όπως δείξαµε στην Β.1.1.4, δεν συγκλίνει, όµως οι υπακολουθίες 

της α 2n = (-1) 2n = 1 → 1 

και α 2n+1 = (-1) 2n+1 = -1 → -1 

 

2. «Αν µία ακολουθία έχει κ το πλήθος ( Í∈κ ) συγκλίνουσες υπακολουθίες, 

είναι συγκλίνουσα;» 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, η ακολουθία: 
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( ) 





























+=+−

+=+

+=+

=

=

)1(αν,11

2αν12

1αν11

αν1

κ-κρν
ν

κ

κρν,
ν

κρν,
ν

κpν,
v

αn  

έχει κ το πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες και µάλιστα σε διαφορετικούς οριακούς 

αριθµούς. 

1

2

1( 1)

1 0

11 1
1

12 2
1

.............................................................
1( 1) 1
( 1)

kp

p

p

v

a
p

p

p

p

κ

κ

κ

κ

α
κ

α
κ

α κ κ
κ κ

+

+

+ +

= →

= + →
+

= + →
+

= − + → −
+ −

 

ενώ η nα n δεν συγκλίνει, όπως προφανώς, µπορεί να αποδειχθεί.  

 

3. «Εάν µία ακολουθία έχει άπειρες το πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες, είναι 

συγκλίνουσα;» 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζω την ακολουθία 

 












=≠

==−
=

πρώτος, αν         ,0

πρώτος,  αν ,1 κ

ppn

ppn
p

p
α

κ

κ
n  

 

• Η ακολουθία αυτή έχει τους εξής αρχικούς όρους: 

 

,
7
17,0,

5
15,

2
12,

3
13,

2
12,0 176152413121 −==−=−=−=−== aaaaaaα  

,0,
13
113,0,

11
111,0,

3
13,

2
12 1411312111102938 =−==−==−=−= aaaaaαa
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,...
2
12,0 41615 −== aa  

• Η ακολουθία είναι µη φραγµένη, αφού η ακολουθία των πρώτων 

pn(:2,3,5,7,11,13….),   περιέχει απείρους όρους (πρόταση Ευκλείδη). 

• Η ακολουθία είναι καλώς ορισµένη, διότι αν pκ = qλ (1), µε p, q  πρώτους, τότε 

από (1): qpqp
q

λ //
 πρώτος)(
⇒ (1). 

Επίσης, από (1) pqpq
p

κ //
 πρώτος)(
⇒ (3). 

Από (1), (3) p=q και η (1) δίνει κ=λ. 

Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε αν επικαλεσθούµε το θεώρηµα από την 

θεωρία αριθµών, που λέει ότι κάθε φυσικός έχει µοναδική παράσταση σε 

γινόµενο πρώτων. 

∆ηλαδή, ( )λκqpqp
qp

λκ ==⇒= ,
 πρώτοι),(

. 

Υπενθυµίζουµε ακόµη, ότι µε το «καλώς ορισµένη» αποδείξαµε, ότι η ορισθείσα 

αn είναι όντως ακολουθία, δηλαδή «για ένα n∈Í  αντιστοιχίζεται ένας όρος nα » 

ή αλλιώς περισσότερο φορµαλιστικά αλλά και λειτουργικά 

(
2121 nnnn αα =⇒∈= Í ). 

 

• Έχω άπειρες υπακολουθίες της µορφής ppk →α . 

Προφανώς η αn δεν είναι συγκλίνουσα, ως έχουσα άπειρους οριακούς αριθµούς και 

συγκεκριµένα, κάθε πρώτο αριθµό. 
4. «Εάν µία ακολουθία έχει άπειρες το πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες και 

επί πλέον είναι και φραγµένη, είναι συγκλίνουσα;» 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αυτή τη φορά ορίζουµε την ακολουθία ως εξής:  













≠

=−
=

πρώτοςαν,1

πρώτοςαν,11

ppn

ppn
ppα

κ

κ
κ

n  

• Όπως δείξαµε να προηγουµένως είναι καλώς ορισµένη. 

• Έχει άπειρες υπακολουθίες της µορφής [ ]  πρώτο1,01 p
p

α κp ∀∈→  

• Όλοι οι όροι της βρίσκονται στο διάστηµα [ ]1,0  και άρα είναι φραγµένη. 
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• Επί πλέον µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι 1suplim =nα  (άπειροι όροι της 

ισούνται µε 1), 0inflim =nα . 

• Προφανώς δεν είναι συγκλίνουσα , αφού αν ήταν, θα έπρεπε κάθε υπακολουθία 

της να συγκλίνει στον ίδιο αριθµό. 

 

5. Υπάρχει ένα και µοναδικό αντιπαράδειγµα που να ικανοποιεί ακριβώς τις 

ίδιες προϋποθέσεις των τριών προηγουµένων παραταθέντων 

αντιπαραδειγµάτων; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ναι, κι αυτό είναι η ακολουθία ( )n
n 1−=α , η οποία ,  όπως µπορεί να 

παρατηρήσει κάποιος , είναι το σχεδόν «πασπαρτού» αντιπαράδειγµα των 

ακολουθιών. 

Πράγµατι: 

• ∆εν  συγκλίνει ( B.1.1.4. ). 

• Είναι φραγµένη, διότι  ( )| | | 1 | 1n
n nα = − ≤ ∀ ∈  

• Έχει κ το πλήθος ( )Í∈κ συγκλίνουσες υπακολουθίες: 

Í∈→→→→ καααα κ ,,......,, pppp 1111 2642  

• Έχει άπειρες (διαφορετικές) υπακολουθίες που συγκλίνουν στο 1: 

,...1,......1,1,1 2642 →→→→ pppp λαααα  

Τα προηγούµενα περισσότερο πολύπλοκα παρατεθέντα αντιπαραδείγµατα είχαν και 

χαρακτηριστικά που δεν τέθηκαν στις εκφωνήσεις και τα οποία δεν εκπληροί η 

( )n
n 1−=α . 

Π.χ.: * Τα (  B.1.3.4 ) έχουν κ διαφορετικούς ή και άπειρους διαφορετικούς οριακούς  

            αριθµούς, ενώ η nα έχει µόνο δύο διαφορετικούς οριακούς αριθµούς. 

        * Οι  κ υπακολουθίες του (  Β.1.3.3) είναι όλες διαφορετικές µεταξύ τους 

(δηλαδή, ουδείς όρος της µίας είναι ίσος µε όρο άλλης). 

 

 

6. ∆ίδεται η παρακάτω πρόταση: «Αν nα  και nβ συγκλίνουσες ακολουθίες, 

τότε )0(lim)lim(lim =−⇔= nnn βαβα n ». 

1) Να αποδειχθεί 
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2) Να εξετασθεί εάν ισχύει η κατεύθυνση  (⇒) και για ακολουθίες που τείνουν 

σε  άπειρα όρια.  Επίσης αν ισχύει η κατεύθυνση (⇐) για κάθε ακολουθία. 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) (⇒) Αφού 

1 2

1 2

1

1

( 1)
0 , `

.... 1 ,

.... lim 0

1

n
n

n

n
n

n

n

n

n

a
n

n a n
n

n
a a
a a
a a
a a

αν αρτιος
α α α

ν περιττος

α α α
→∞

+

+

= −

 + +  =  
−  

+ +
=

→
→

→ =

lim lim lim( ) lim lim 0n n n n n nn n n n n
a a aβ β β

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞
= ⇒ − = − =  

lim | | 0n nn
a β

→∞
⇒ − =  

)(⇐  lim | | 0 lim( ) 0n n n nn n
a aβ β

→∞ →∞
− = ⇒ − = . Υποθέτω ότι lim nn

a x
→∞

= . Τότε  

n n n na aβ β= − +  και  lim lim( ) lim( ) lim 0n n n n n n nn n n n
a a a a x xβ β β

→∞ →∞ →∞ →∞
= − + = − + = + =  

Άρα lim nn
a

→∞
= x = lim nn

β
→∞

 

2) (⇒) Αν 0  ενώ  ,  και 2
n

2 ≠+∞→−=−+∞→=+∞→= nnnna nnn βαβ  

      (⇐) Αν nn
n n

)1(  ,1)1( n −=+−= βα , τότε 01
→=−

n
a nn β , ενώ ούτε η nα , ούτε  

             η nβ συγκλίνουν 

. 

 

 

 

7. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση: «Κάθε µονότονη και φραγµένη 

ακολουθία συγκλίνει». 

Να εξετασθεί αν ισχύει και η πρόταση: 

«Κάθε µονότονη και φραγµένη ακολουθία στοιχείων του õ , συγκλίνει στο õ ». 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ∆εν ισχύει, διότι η ακολουθία που ορίζεται µε αναδροµικό τύπο 

 2
2
1

2

1

1























+=

=

+
n

nn a
aa

a
 είναι ακολουθία θετικών ρητών, γνησίως µονότονη, 

φραγµένη και συγκλίνει στον ∉2 õ.  Πράγµατι, 

• Είναι ακολουθία θετικών όρων, διότι 021 >=α  και αν υποθέσουµε ότι 

0  δηλαδή ,02
2
1 και  τότε,02 και  τότε,0 1 >>








+⋅>> +κ

κ
κ

κ
κ α

α
α

α
a . 

Εποµένως, µε βάση της αρχής της Μαθηµατικής Επαγωγής Nnn ∈∀〉   ,0α  

• Οµοίως 21 =a  ρητός και αν κa ρητός, τότε και 







+

κ
κ α

α
2

2
1  ρητός, δηλαδή 1+κα  

ρητός. 

Εποµένως, πάλι από την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής ∈∀ nαn    ρητός  Í. 

• Για το µονότονο εξετάζω την διαφορά 
2

1
21 2

2 2
n

n n n n
n n

aa a a
a a

α +

  −
− = + − = 

 
. 

Παρατηρώ, ότι το πρόσηµο της διαφοράς nn aa −+1  εξαρτάται από το πρόσηµο  

της διαφοράς  22 nα−  (διότι ήδη δείξαµε ότι N n     02 και  άρα  0 ∈∀〉〉 nna α ). 

Έτσι: 

02
4
144

4
122

2
122

2

2
2

2

2
1 ≤








−−=








++−=
















+−=− +

n
n

n
n

n
nn aaa

aa αα .  

∆ηλαδή, 2 2 2 2
1 12  και  αφού   2 0,   έχω  2  n na n Nα α+ ≥ = 〉 ≥ ∀ ∈ . 

∆ηλαδή, 0έτσι    και     02 1
2 ≤−∈∀≤− + nnn aNna α . 

∆ηλαδή η  na  είναι φθίνουσα. 

Ταυτοχρόνως δείξαµε, ότι είναι κάτω φραγµένη από το 2, άρα συγκλίνει σε 

κάποιον  πραγµατικό αριθµό ∈x Ñ  και µάλιστα .0≥x  
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Επειδή xαα nn ==+ limlim 1 από την αναδροµική σχέση, µε τις επιτρεπτές 

πράξεις των ορίων, έχω την εξίσωση: 





 +=

x
xx 2

2
1  από όπου έχω 2=x . 

ΣΧΟΛΙΟ:  Το παράδειγµα γενικεύεται, για 0>α  και 0>β  θέτουµε 









+=
β
αβα

2
1

1  και 1
2
1

1 ≥∀







+=+ n
α
ααα
n

nn . Τότε έχω ότι ααn → , ενώ η 

σύγκλιση αυτής της ακολουθίας είναι µια ειδική περίπτωση προσέγγισης ρίζας της 

µεθόδου Newton , που χρησιµοποιείται κυρίως από προγράµµατα Η/Υ. 

 

 

8. Η πρόταση Cauchy στις ακολουθίες λέει ότι: «Αν  na a R→ ∈ τότε και 

∈→
+++ a

n
ααα n....21 Ñ». 

Αποδεικνύεται ότι ισχύει και το αντίστροφο της προτάσεως υπό την πρόσθετη 

προϋπόθεση της µονοτονίας της na . 

Μπορεί να αποδειχθεί η µη ισχύς αντιστρόφου της προτάσεως Cauchy µε 

κατάλληλο αντιπαράδειγµα; 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αρκεί να βρούµε µια µη συγκλίνουσα ακολουθία na , και για την 

οποία να ισχύει ∈→
++

a
n

ααα n....
 21 Ñ . 

Για την ( 1)n
na = −   έχω 1 2

0 , `
....

1 ,
n

n

n a n
n

αν αρτιος
α α α

ν περιττος

 + +  =  
−  

και προφανώς 

1 2 .... lim 0n
n n

α α α
→∞

+ +
=  , όµως ως γνωστόν, η ( 1)n

na = −  δεν συγκλίνει. 

 

 

 

9. Είναι γνωστό ότι αληθεύει η πρόταση : «Για κάθε φραγµένη ακολουθία 

θετικών αριθµών ( nα ) ισχύει, ότι
n

nn
n

n
n

n

n

a
aaa

a
a 1111 limlimlimlim ++ ≤≤≤ ». 
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Από αυτή την πρόταση, ως πόρισµα, συνάγεται άµεσα ότι αν na  ακολουθία 

όρων, µε aaa
a

a n
n

n

n ==+ 11 lim και   τότε,lim . 

Ισχύει το αντίστροφο αυτού του πορίσµατος; 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η 








==
−−

−
−−

  περιττός  αν ,2
    άρτιος    αν  ,2

2
1

1
)1(

n
na n

n
n

n
n

 

είναι αντιπαράδειγµα ακολουθίας για την οποία έχω ,
2
1lim

1
=n

na  ενώ το 
n

n

a
a 1lim +  

δεν υπάρχει. 

Πράγµατι: n
n

n
n aa =
1

 

• Αν 
2
11

2
12

2
1

2
22     τότε,2 22
2

2 212κ
2 =⋅→==== − κκ

κ
κ κ

κk αn  

• Αν 
2
1

2
11

2
1

2
121     τότε,2 1212

12
12 2112κ

21 →====+= ++
+

+ −−+
+

κκ
κ

κ κ
κk αn  

Άρα 
2
11

→n
nα . 

Όµως για την 
n

n

a
a 1+  έχω: 

• Αν κ2=n , τότε η υπακολουθία  

           
8
1

8
122

2
2

2

2 31222
12

22

2)1(

12)1(

2

12
2

12

→===== −−/+−/−
+

−−

−−

−−−
+

+

κκ
κ

κ

κ

κ

κ

κ
κ

κ

α
a

 

• Αν 12 += κn , τότε η υπακολουθία  

           2222
2
2

2

2 12212
22

12

12)1(

22)1(

12

22
2

22

→===== +/+−/−
+−

−−

−−−

−−−

+

+
+

κκ
κ

κ

κ

κ

κ

κ
κ

κ

α
a

. 

 

∆ηλαδή, ∃/  το 







=≠=⋅ +++

n

n

n

n

n

n

α
α

α
α

α
α 111 lim

8
12limlim . 
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10. Να δειχθεί , ότι  ακολουθία 







−

=
περιττόςαν
άρτιοςαν

nn
nn

αn  είναι 

αντιπαράδειγµα    φραγµένης ακολουθίας, η οποία δεν έχει καµία συγκλίνουσα 

υπακολουθία. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Πράγµατι, η nα  είναι µη φραγµένη, διότι αν M  ένα άνω φράγµα της, τότε υπάρχει 

φυσικός n: Mn >  και αν n άρτιος τότε Mnαn >=  άτοπο, ενώ αν n περιττός 1+n  

άρτιος και Mnαn >+=+ 11  άτοπο. Οµοίως η nα  δεν είναι κάτω φραγµένη. 

Άρα, η nα  δεν είναι άνω ούτε κάτω φραγµένη, άρα είναι µη φραγµένη. 

Επίσης, δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, διότι εάν υπήρχε µία τέτοια, τότε 

∈→ κa
nu Ñ. 

Ως συγκλίνουσα θα είναι και φραγµένη, άρα και απολύτως φραγµένη άρα 0>∃φ : 

      ∈∀< nu uφα
n

,|| Í.     (1) 

Αλλά για κάθε πραγµατικό, άρα και για τον φ, υπάρχει φυσικός n µεγαλύτερός του. 

∆ηλαδή n∃ ∈Í: n φ> . Επίσης υπάρχει 
0nu n>  διότι η nu  είναι αύξουσα 

ακολουθία δεικτών και άρα µη άνω φραγµένη. ∆ηλαδή 

      
0nu φ> .      (2) 

Οπότε, αν 
0nu  άρτιος ή περιττός , θα έχω 

0nuα =
0nu  ή 

0nuα =-
0nu  δηλ.  

             
00

| |
nu nuα φ= >  , που είναι άτοπο λόγω της (1) 

Εποµένως, η nα δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 

 

 

11. Να δειχθεί ότι η ακολουθία 
















+=−
+=

=
=

23αν
13αν1

3αν

κnn
κn
κnn

αn ∈κ ò είναι 

αντιπαράδειγµα φραγµένης ακολουθίας η οποία έχει συγκλίνουσα 

υπακολουθία. 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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Με εις άτοπον απαγωγή µπορεί όπως και προηγουµένως να αποδειχθεί το µη 

φραγµένο της ακολουθίας, η οποία επίσης έχει υπακολουθία συγκλίνουσα των 

∈→=+ κα κ ,1113 Í. 

 

12. Να αποδείξετε, ότι στο õ κάθε φραγµένη ακολουθία, δεν έχει κατ’ ανάγκη 

συγκλίνουσα υπακολουθία  ∆ηλ. Το συµπέρασµα του θεωρήµατος  των Bolzano-

Wierstrass δεν ισχύει,  αν αντί για ακολουθίες στο  περιορισθεί σε ακολουθίες 

στο  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ακολουθία 
n

n n
α 






 +=

11 . 

• Είναι ακολουθία ρητών, διότι προφανώς ∈nα õ, ∈∀ n Í. 

• Είναι ακολουθία θετικών, διότι προφανώς ∈∀> nαn 0 Í. 

• Είναι γνησίως αύξουσα, διότι 

 







+
+



















+
+
+

=







+
+⋅



















+

+
+

=







 +









+
+

=
+

+

1
11

1
1
2

1
11

11

1
11

11

1
11

1

1

n
n

n
n
n

n
n

n

n

n
α
α

nn

n

n

n

n  

        







+
+⋅









++
−++

=







+
+⋅









+
+

=
1

11
12

112
1

11
)1(

)2(
2

2

2 nnn
nn

nn
nn

nn

  

        2 2

1 1 11 1 1 1
( 1) 1 ( 1) 1

n

Bernoulli

n
n n n nνισωτηταΑ

      = − ⋅ + ≥ − ⋅ +      + + + +      
 

      3

2

32 )1(
)1()1(1

)1()1(1
11

+
−+−+

+=
+

−
+

−
+

+=
n

nnnn
n

n
n

n
n

 

        1
)1(

11
)1(

.121 33

22
>

+
+=

+
−−−++

+=
nn

nnnnn . Άρα ∈∀>+ nαα nn 1 Í. 

• Η nα  είναι φραγµένη. Πράγµατι, αν θεωρήσουµε την ακολουθία 

111
+







 +=

n

n n
β  είναι και αυτή ακολουθία θετικών όρων και αν θεωρήσω τον 

λόγο 
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Bernoulli
Aνισότητα

1

22

1

1 2
1

2
11

1
11

11
≥

+
+

⋅





+
+=









+
+







 +

=
+

+

+

+ n
n

nn
n

n
β
β n

n

n

n

n  

1
2
1

1
11

2
1

12
11

2
1

2
1)1(1 22 =

+
+

⋅







+
+=








+
+

⋅







++
+

+>
+
+

⋅







+
⋅++

n
n

nn
n

nn
n

n
n

nn
n . 

 ∆ηλαδή 1+> nn ββ  ∈∀ n Í. ∆ηλαδή η nβ  είναι γνησίως φθίνουσα. 

 Όµως, προφανώς nn βα <  ∈∀ n Í. 

 Έτσι 4.........2 11321 =<<<<<<<<<= − βββαααα nnn  

 ή  ∈∀<≤ nαn 42 Í. 

 Έτσι, η nα  είναι φραγµένη και γνησίως µονότονη. Εποµένως έχει µοναδικό 

οριακό αριθµό στο Ñ , δηλαδή συγκλίνει στο Ñ. 

 Γνωρίζουµε ότι ∉→ eαn õ και κάθε υπακολουθία της ,θα συγκλίνει κι’ αυτή 

στο ∉e õ. ∆ηλαδή όλες οι υπακολουθίες της nα  είναι ακολουθίες ρητών, και 

όλες συγκλίνουν στο ∉e õ. 

 

13. «Αν για µια ακολουθία nα  ισχύει ∈∀<−+ n
n

αα nn
1|| 1 ò. Τότε η nα  

συγκλίνει». Είναι αληθής η πρόταση; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Ως αντιπαράδειγµα έχουµε την ακολουθία (αρµονική σειρά) 

n
αn

1...
3
1

2
11 ++++= . Γι’ αυτή ισχύει: 

∈∀<
+

=
+

=−−−−
+

++++=−+ n
nnnnnn

αα nn
1

1
1

1
11

2
11

1
11

2
11|| 1 Í. 

Όµως, η nα  δεν είναι συγκλίνουσα: 

Πράγµατι, ισχύει:  

2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

3
1

2
1

1
1|| 2 =⋅=+++≥

+
++

+
+

+
+

+
=−

n
n

nnnnnnnn
αα nn . 

∆ηλαδή 

∈∀≥− nαα nn 2
1|| 2 Í   ή   

2
1|| ≥−+ nκn αα   για   ∈∀= nκv Í. 
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Η τελευταία σχέση όµως είναι άρνηση της συνθήκης σύγκλισης κατά Cauchy για 

2
1

=ε . Εποµένως η nα  δεν συγκλίνει. 

14. ∆ίνεται η πρόταση: «Αν για µια ακολουθία ισχύει 

∈=−+
+∞→

0,0)(lim
0

nαα nnnn
ò,  

 τότε η ακολουθία nα  είναι συγκλίνουσα». Αν είναι αληθής να αποδειχθεί, αν όχι 

να δοθεί αντιπαράδειγµα 

 

 ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε και πάλι την αρµονική ακολουθία 
n

αn
1

3
1

2
11 ++++=  

η οποία δεν συγκλίνει όπως είδαµε προηγουµένως. 

Όµως,  

0
1

1
2

1
1

1|| 0

0
0

→
+

≤
+

++
+

+
+

=−+ n
n

nnnn
αα nnn . 

Άρα και 0||
0

→−+ nnn αα . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

• Αν 0na a→ ≠  , τότε και 1na a+ →  ενώ   1 1n

n

a a
a a

+ → =  ό.έ.δ. 

Για  συγκεκριµένα παραδείγµατα µηδενικών έχω: 

• Αν 0→=
n
ααn , )0( ≠α  τότε 1

1
11 →

+
=+=+

n
n

n
α

n
α

α
α

n

n . 

15. Θεωρώ την πρόταση: «Αν ∈→ ααn Ñ }0{−  τότε η 11 →= +

n

n
n α

αβ ». 

• Να αποδειχθεί. 

• Να δοθούν παραδείγµατα   µηδενικών ακολουθιών  για τις οποίες να 

ισχύει ή να µην ισχύει το συµπέρασµα της προτάσεως. 
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• Αν 0)1( →⋅−
n
αα n

n  τότε 1
11

1
1)1(

1
)1( 1

1 −→
+

−=
+

−=
−

+
−

=

+

+

n
n

n

n
α

n
α

α
α

n

n

n

n . 

• Αν 1 0, ( 1 1)n n ΄α α η α
α

= → > < −  και 
ααα

α

n

n 111 →=+   

• Αν 



















=
περιττόςαν

3

άρτιοςαν
2

nβ

nα

α
n

n
n  )0( ≠αβ  τότε 0→nα  και 

            







































⋅=

⋅





=

==

+

+

+

περιττόςαν,
2
3

2
3

2

άρτιοςαν,3
3
2

2

3

1

1

1

n
β
α

β

α

n
α
β

α

β

α
αβ

n

n

n

n

n

n

n

n
n  η οποία δεν είναι 

συγκλίνουσα, αφού η υπακολουθία της 0303
3
2 2

2 =⋅→⋅





=

α
ββ

n

n  και η 

υπακολουθία της ±∞→





=

+

+

12

12 2
3

2

n

n β
αβ  (ανάλογα µε το πρόσηµο του 

β
α ). 

 Από το πρώτο παράδειγµα και από τα υπόλοιπα τρία αντιπαραδείγµατα, 

παρατηρώ ότι υπάρχουν µηδενικές για τις οποίες ισχύει το συµπέρασµα και 

µηδενικές για τις οποίες δεν ισχύει . Σε κάθε περίπτωση πάντως, οι µηδενικές θα 

πρέπει να έχουν τελικά µη µηδενικούς όρους,  ώστε  να έχει νόηµα η ακολουθία 

1n

n

a
a

+  

 

 

 

16. ∆ίνεται η πρόταση 

«Αν ∈∀> nαn 0  ò και 0>→ ααn , τότε 1→n
nα ». 

1)Να αποδειχθεί 

2)Να εξετασθεί τι συµβαίνει αν 0→nα . 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αφού ααn → , τότε 0>∀ ε , άρα και για 0
2
α

ε = > , υπάρχει 

0 0 :
2

n n α =  
 

 

0| | ,
2n n nα

α α− < ∀ > ⇔  

3
2 2n
a aa< <

⇔
 , 0n n∀ >        ⇔  

0,
2 2n
a aa a n n− < − < ∀ > ⇔  

3
2 2n
a aa< <   , 0n n∀ >       ⇔  

0
3 ,

2 2
nn n

n n nα α
α< < ∀ >  (1) 

 

Αλλά 1
2

→n
α , 1

2
3

→n
α  και από την (1) µε βάση το θεώρηµα των 

ισοσυγκλινουσών ακολουθιών, έχω και ότι 1→n
nα . 

2) ●  Αν 01
→=

n
n α
α  )1( >α  τότε ∈∀> n

n
01

α
Í 1111

>∀→+= α
ααα

α n
n

n
n . 

 ●  Αν 



















=
περιττόςαν

3
1

άρτιοςαν
2
1

n

n

n

n
nα  τότε 0→nα  και   

      
















=
περιττόςαν

3
1

άρτιοςαν
2
1

n

n
n

nα . ∆ηλαδή η n
nα  δεν συγκλίνει. 

Επίσης αν 
nn
αα =  0( >α ) τότε 0>nα  ∈∀n Í, 0→nα  και 

1
1
1

=→==
n

n
nn

n nn
ααα   (αφού +∈∀→ Ñαα 1n  και 1→n n ). 

Γενικά όταν 0→nα  και 0>nα  ∈∀n Í, δεν µπορούµε να αποφανθούµε για τη 

σύγκλιση της n
nα . 
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17. Για τα άνω και κάτω όρια δύο ακολουθιών nα  και nβ  είναι γνωστό ότι ισχύει 

γενικά η παρακάτω σχέση: 

 

nnnnnnnn βαβαβαβα limlim)(lim)(limlimlim +≤+≤+≤+ . 

 

Να δοθεί παράδειγµα ακολουθιών για τις οποίες να ισχύει η παρακάτω σχέση 

nnnnnnnnnn βαβαβαβαβα limlim)(limlimlim)(limlimlim +<+<+<+<+    (1) 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν  
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+=

=

=

34αν1
24αν2
14αν1

4αν0

κ
κ
κ

α

n
n
n
n

n ,     





















+=
+=
+=

=

=

34αν0
24αν1
14αν1

4αν2

κ
κ
κ

β

n
n
n
n

n  τότε 





















+=
+=
+=

=

=+

34αν1
24αν3
14αν2

4αν2

κ
κ
κ

βα

n
n
n
n

nn  

0lim =nα , 2lim =nα , 0lim =nβ , 2lim =nβ , 1)(lim =+ nn βα , 3)(lim =+ nn βα . 

Τότε η (1) γίνεται: 43210 <<<< . 
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1.4. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ  ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ 

 

Α.ΜΗ∆ΕΝΙΚΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ: 

1. Μια µεγάλη οικογένεια είναι ακολουθίες της µορφής 
)(
)(

nq
np

n =α , όπου )(np , 

)(nq  πολυώνυµα  του n  µε )(deg)(deg nqnp < . Π.χ. 0
11

563
3

2
→

+−
−+

=
v

vv
nα . 

2. Όπως και το προηγούµενο, αλλά αντί για πολυώνυµα να έχω παραστάσεις µε 

ριζικά οιασδήποτε τάξεως όπου πλέον ο «βαθµός» έκαστης παράστασης ορίζεται 

ως κατάλληλος λόγος του µεγιστοβαθµίου όρου δια της τάξεως της ρίζας, όπως 

έχω παρακάτω 

π.χ. 
5 3 2 34

6 5 2

11 5 0
2 5

n
v v v

v v v
α

+ + +
= →

+ − − −
, διότι ο «βαθµός» της παραστάσεως του 

αριθµητή είναι το 
6
5

2
1,

6
5max

4
3

4
3,

5
3max =







<=







 . Πρέπει να λαµβάνεται 

πρόνοια, ώστε οι παραστάσεις να έχουν τελικά νόηµα, εφόσον µας ενδιαφέρει η 

σύγκλιση. 

3. Με εκµετάλλευση της πρότασης «φραγµένη επί µηδενική µας δίνει µηδενική 

ακολουθία» 

Π.χ. 
nn
1

=α ⋅  συν 0→n . 

4. Εκµετάλλευση της πρότασης, ότι «Εάν 0→nα  και ισχύει |,||| nn ακβ ≤  

0nn ≥∀ , 0>κ , τότε 0→nβ  

Π.χ. 01,11)1(1 →⋅≤
−

⋅
nnn

n
. Άρα 0)1(

→
−
n

n
. 

 

Β. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ  ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕ α∈Ñ ή Ñ  

1. Αν 
)(
)(

nq
np

n =α  µε )(),( nqnp  πολυώνυµα του ν και )(deg)(deg nqnp =  τότε η nα  

συγκλίνει στον λόγο 
)(
)(

nq
np , όπου np  ο συντελεστής του µεγιστοβαθµίου όρου του 

)(np  και nq  ο αντίστοιχος του )(nq . 
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2. Γενίκευση του προηγούµενου και σε λόγο παραστάσεων µε ριζικά όπως και στο 

Β.1.4.Α.2 

3. Εκµετάλλευση των επιτρεπτών πράξεων σύγκλισης µεταξύ ακολουθιών π.χ. 

55 →=nα , 01
→=

nnβ . Άρα 0515 +→+=+
nnn βα . 

4. Από ακολουθία µε γνωστό πεπερασµένο όριο, κατασκευάζω άλλες µε το ίδιο όριο, 

µε την βοήθεια του αριθµητικού, γεωµετρικού και αρµονικού µέσου. 

Συγκεκριµένα, µπορούν να αποδειχθούν τα εξής: 

• Αν Ñ∈→ ααn  τότε ααααβ →
+++

=
n

n
n

...21  

• Αν 0>nα  και Ñ∈→ ααn , τότε ααααγ →= n
nn ...21  

• Αν }0{−∈→ Ñααn , τότε α

ααα

δ →
+++

=

n

n
n

1...11

21

 

5. Ειδικές περιπτώσεις, γενικών περιπτώσεων σύγκλισης: 

α)  Αν 1|| <α , τότε 0→nα  

β) Αν 1>α , τότε +∞→nα  

γ) Αν 0>α , τότε 1/1 →nα  (διαφοροποιείται η απόδειξη όταν 10 << α  και 

όταν 1>α , ενώ για 1=α  προφανές) 

δ) 0},,...,,max{...lim 2121 >∞=+++ ααααααα κκ
n nnn  

ε) Αν 1||, <⋅= ααα n
n n , τότε 0→nα  

στ) Αν 0...10 =+++ κααα , τότε η 

 0)...1( 10 →+++++= καααα κ nnnn  

ζ) Αν 01 >α , κα >2
1  και 0,

2

2

1 >
−

+=+ κ
α
ακαα
n

n
nn , τότε κα →n  

η) Αν 1
2
11 ,0 αακα +>>  και 

n
n α

κα
+

=+ 11  τότε η nα συγκλίνει στη θετική ρίζα 

της εξίσωσης 02 =−+ κxx  

θ) Αν ∈>≠ m,0,01 βα Í, 2>n  και m
nnn mm

m −
+ +

−
+ 1

1
1 αβαα , τότε m

n βα →  
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ι) },...,,max{... 212211 κκκ ααααααα →+++n nnn
n ppp , όπου 0,0 >> iip α , 

κ)1(1=i  

ια) Αν }0{−∈→ Ñααn , τότε 11 →= +

n

n
n α

αβ  

ιβ) Αν 0>κ , κα =1 , και nn ακα +=+1 , τότε η nα  συγκλίνει στη θετική ρίζα 

της εξίσωσης 02 =−− κxx  

ιγ) Εκµετάλλευση της προτάσεως: «Αν η nα  συγκλίνει, τότε κάθε υπακολουθία 

της 
nuα  συγκλίνει στο ίδιο όριο» 

• Αν 0>→ ααn  τότε 1→n
nα  

 

Γ. ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ 

1) Εκµετάλλευση της πρότασης ότι «Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγµένη» 

2) Ειδικές περιπτώσεις γενικών παραδειγµάτων φραγµένων: 

α) Αν Ñ∈iκ , λ)1(0=i , )(i
vα  µηδενικές ακολουθίες, τότε η ακολουθία 

 
















−+=+
+=+

=+
=

)1(αν,
1αν,

αν,

)(

)2(
1

)0(
0

λλακ
λακ
λακ

α
λ

λ pn
pn
pn

v

v

v

n  είναι (βλέπε και Β.1`.3.2) µη 

συγκλίνουσα φραγµένη και επιπλέον έχει λ το πλήθος συγκλίνουσες 

υπακολουθίες σύµφωνα µε τον κατά κλάδο ορισµό τους. 

β) Η ακολουθία )(sin)(cos ngnfn λµα +⋅= , µε Ñ∈λµ,  και gf ,  συναρτήσεις 

του n είναι φραγµένη, αφού ισχύει |||||| λµα +≤n . 

γ) Το προηγούµενο γενικευµένο παράδειγµα, αλλά στην θέση των µλ,  να µπουν 

ακολουθίες nn γβ ,  που να συγκλίνουν ή να είναι φραγµένες. 

3) Κάθε φραγµένη συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Ñ  ή +Ñ  µε κατάλληλη 

περιορισµό στο  Í, δίνει φραγµένη ακολουθία. 

4) Κάθε ακολουθία θετικών όρων είναι κάτω φραγµένη από το 0. 

5) Κάθε ακολουθία αρνητικών όρων είναι άνω φραγµένη από το 0. 

6) Αν ∈∀≤ nnn βα Í και nβ  φραγµένη, τότε nα  προφανώς φραγµένη. 

7) Αν nα  φραγµένη, τότε και η ∈⋅= λαλβ ,nn Ñ  είναι φραγµένη. 
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8) Αν ∈→ ααn Ñ }0{−  και έχει τελικά οµόσηµους όρους, τότε η n
n

n αβ ⋅−= )1(  

δεν συγκλίνει κι’ είναι φραγµένη. 
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2.1.ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΣΕΙΡΩΝ 
 

 

Ταξινόµηση των σειρών ως προς την σύγκλιση. 

1. ∆ίνεται η πρόταση: “Αν η ∑
∞

=0n
nα  συγκλίνει, τότε 0→nα  

1) Να αποδειχθεί 

2)  Να δειχθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ότι δεν ισχύει το αντίστροφο. 

3) Να εξηγηθεί η χρησιµότητα της πρότασης ως κριτηρίου σύγκλισης. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αν η ∑
∞

=1n
nα  συγκλίνει, τότε η nS  συγκλίνει και ∃  το 

nn
S

+∞→
lim . Όµως 

.000limlimlimlim 11 =−=⇒−=⇒−= −− nnnnnnn αSSαSSa  

2) Αν θεωρήσω  τη σειρά ∑
∞

=1

1
n n

 , τότε ναι µεν  1 0
n
→  , αλλά αυτή δεν 

συγκλίνει, διότι: 

n
n

n
nnnnn

Sn ==++++>++++=
11111

3
1

2
11 . 

2. ΣΕΙΡΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
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Εποµένως, +∞→> nSn . Άρα και +∞→nS . ∆ηλαδή η ∑
∞

=1

1
n n

 αποκλίνει. 

3) Η συνθήκη “ 0→nα ” για την σύγκλιση της σειράς ∑
∞

=0n
nα  είναι αναγκαία, 

αλλά όχι ικανή. Εάν ήταν αναγκαία και ικανή (ίσχυε δηλαδή και το 

αντίστροφο) θα είχαµε ένα θαυµάσιο και ασφαλές κριτήριο σύγκλισης. Όµως 

και τώρα, µε την αναγκαία συνθήκη « 0→nα  εξασφαλίζουµε ότι “αν 

___

{0}n aα → ∈ −  τότε η ∑
∞

=0n
nα  αποκλίνει». Έτσι βλέπουµε ότι λειτουργεί ως 

ισχυρότατο κριτήριο απόκλισης δεδοµένου ότι η κλάση των µηδενικών 

ακολουθιών είναι µια ελάχιστη κλάση ακολουθιών. 

Επίσης εδώ καθίσταται φανερή η σηµασία των µηδενικών ακολουθιών και η 

έµφαση που δίνεται στη µελέτη τους, µιας και έχουν ρόλο θεµελιώδους 

σηµασίας στην µελέτη σύγκλισης των σειρών. Ως τελική παρατήρηση, 

συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι οι συγκλίνουσες σειρές είναι απίστευτα 

«λίγες» αφού αυτές είναι «κάποιες, για τις οποίες ισχύει 0→nα ». 

2. ∆ίνεται η πρόταση: «Αν η ∑
∞

=0n
nα  συγκλίνει, τότε η ακολουθία nS  είναι 

φραγµένη» 

1)   Να αποδειχθεί 

2)   Να εξεταστεί αν ισχύει το αντίστροφο. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αν η ∑
∞

=0n
nα  συγκλίνει, τότε η nS  συγκλίνει. Επειδή όµως 

κάθε συγκλίνουσα είναι φραγµένη, τότε και η nS  είναι φραγµένη, ό.έ.δ. 

2) Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. 

Ως αντιπαράδειγµα χρησιµοποιούµε την ∑
∞

=
−

0
)1(

n

n . Αυτή έχει 10 =S , 

0)1(1101 =−+=+= ααS , 1102102 =+=++= αααS  

,0)1(1323 =−+=+= αSS . ∆ηλαδή τελικά έχω:
0 αν 2 1
1 αν 2n

n k
S

n k
= + 

=  = 
 

που δεν συγκλίνει, αλλά είναι φραγµένη, διότι Í∈∀≤≤ nSn 10 . 
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3. Αν η σειρά ∑
∞

=0n
nα  συγκλίνει και για την σειρά ∑

∞

=0n
nβ  ισχύει nn αβ ≤ , 

Í∈∀ n , τότε θα συγκλίνει η ∑
∞

=0n
nβ ; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως:Για παράδειγµα: 

1 0n na n
n

β = − ≤ = ∀ ∈   

 Η ∑∑
∞

=

∞

=
==

00
00

nn
nα ,συγκλίνει   και η −∞=






−= ∑∑

∞

=

∞

= 00

1
nn

n n
β  αποκλίνει. 

Γενικά για να συγκλίνει η σειρά ∑
∞

=0n
nβ  θα πρέπει επιπροσθέτως να ισχύει 

nn αβ ≤≤0 , όπως απαιτεί το κριτήριο συγκρίσεως σειρών. 

4. Αν η σειρά ∑
∞

=0n
nα  συγκλίνει και για την ∑

∞

=0n
nβ  ισχύει 

Í∈∀≤ nαβ nn |||| , τότε θα συγκλίνει η ∑
∞

=0n
nβ ; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. 

α.χ. 
n
1)1( 1

0
⋅−= ∑∑ +

∞

=

n

n
nα , η οποία συγκλίνει βάσει του κριτηρίου Leibniz 

n
β

n
n

1

0
=∑

∞

=
 η οποία ως γνωστόν δεν συγκλίνει και 11 1( 1)n n

n n
+≤ − ∀ ∈ . 

Γενικά για να συγκλίνει η ∑
∞

=0n
nβ  ισχύει η παρατήρηση στο προηγούµενο 

αντιπαράδειγµα. 

5. Ισχύει η πρόταση: «Αν οι σειρές ∑
∞

=0n
nα  και ∑

∞

=0n
nβ συγκλίνουν, τότε και 

η ∑
∞

=
+

0
)(

n
nn βα  συγκλίνει και µάλιστα ∑∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

=
+=+

00 0
)(

n
n

n n
nnn βαβα ». 

Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η 

αντίστροφη πρόταση. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η βασική αντίστροφη πρόταση είναι ότι «Αν η σειρά 

∑
∞

=
+

0
)(

n
nn βα  συγκλίνει, τότε και οι σειρές ∑

∞

=0n
nα  και ∑

∞

=0n
nβ  συγκλίνουν. 

Αντιπαράδειγµα αποτελούν  οι σειρές ∑
∞

=
−

0
)1(

n

n , ∑
∞

=

+−
0

1)1(
n

n  οι οποίες δεν 

συγκλίνουν, όµως η σειρά ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

+ →==−−=−+−
0 00

1 000)11()1(])1()1[(
n nn

nnn  

δηλαδή δεν συγκλίνει. 

6. Είναι γνωστή η ισχύς της πρότασης: «Αν η ∑
∞

=0
||

n
nα  συγκλίνει τότε και η 

∑
∞

=0n
nα  συγκλίνει». 

Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω ∑
∞

=

+ ⋅−
1

1 1)1(
n

n

n
. Είναι της µορφής n

n

n α⋅−∑
∞

=1
)1( , όπου 

n
αn

1
= . 

Σύµφωνα να το κριτήριο του Leibniz για εναλλάσσουσες σειρές, η 
n

αn
1

=  είναι 

µηδενική και φθίνουσα ακολουθία θετικών όρων, και άρα η ∑
∞

=

+ ⋅−
1

1 1)1(
n

n

n
 

συγκλίνει. Όµως η ∑∑
∞

=

∞

=

+ =⋅−
11

1 11)1(
nn

n

nn
 είναι γνωστό (B.1.3.13) ότι αποκλίνει. 

Σχόλιο: Αποδεικνύεται ότι .6932,0
2
1log1)1(

1

1 ≅=⋅−∑
∞

=

+

n

n

n
 

 

7. Με ένα κατάλληλο παράδειγµα να δειχθεί, ότι το κριτήριο ρίζας του 

Cauchy είναι ισχυρότερο από το κριτήριο πηλίκων του D’Alebert. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Βλέπε το B.1.3.9 

Εκεί έχουµε: n
n

n
α −−= )1(2 , οπότε αν θεωρήσω την σειρά ∑

∞

=

−−

1

)1(2
n

nn
 έχω: 

α)  1
2
1lim <=n

nα  άρα η ∑∑
∞

=

−−
∞

=

−− =
1

)1(

1

)1( 22
n

n

n

n nn
 συγκλίνει. 

β) 
8
1lim,2lim 11 == ++

n

n

n

n

α
α

α
α

  και άρα δεν µπορούµε να αποφανθούµε. 
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Επειδή λοιπόν γενικά ισχύει 

    
n

nn
n

n
n

n

n

α
ααα

α
α 1/1/11 limlimlimlim ++ ≤≤≤ ,  (1) 

είναι δυνατόν να υπάρχει το n
nα

/1lim  χωρίς να υπάρχει το 
n

n

α
α 1lim + , ενώ η 

ύπαρξη του 
n

n

α
α 1lim + , λόγω της (1) συνεπάγεται πάντα την ύπαρξη του 

n
na /1lim . 

8. Άλλο παράδειγµα που δείχνει ότι το κριτήριο ρίζας του Cauchy είναι 

ισχυρότερο από το κριτήριο πηλίκων του D’Alebert, είναι η σειρά 

1 2 3 4 5 6
1

2 1 1 1 1 1 1 ...
5 ( 1) 2 3 2 3 2 3

n

n
n

∞

=

 
= + + + + + + + − 

∑ . 

Γι’ αυτήν έχω: 

 1
2
1lim <=n

nα  και άρα η σειρά συγκλίνει. 

Επίσης 



























⋅







⋅

=+

περιττός
3
2

3
1

άρτιος
2
3

2
1

1

n

n

n

n

n

n

α

α

α
α

 οπότε 

 0limlim 11 =+∞= ++

n

n

n

n

α
α

α
α

   και 

 
n

n

n

n

α
α

α
α 11 lim1lim ++ <<  

και το κριτήριο δεν αποφαίνεται για την σειρά. 

 

9. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω πέντε προτάσεις είναι όλες 

ψευδείς: 

(i) Αν Ñ∈= l
β
α

n

nlim  και η ∑
∞

=1n
nβ  συγκλίνει, τότε και η ∑

∞

=1n
nα  

συγκλίνει. 

(ii) Αν nn βα ≤≤0  και η ∑
∞

=1n
nα  συγκλίνει, τότε και η ∑

∞

=1n
nβ  

συγκλίνει. 
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(iii) Αν nn βα ≤≤0  και η ∑
∞

=1n
nα  συγκλίνει, τότε +∞=∑

∞

=1n
nβ . 

(iv) Αν η ∑
∞

=1

2

n
nα  συγκλίνει, τότε θα συγκλίνει και η ∑

∞

=1n
nα . 

(v) Αν 0→− nn βα  και ∑
∞

=1n
nβ  συγκλίνει, τότε και η ∑

∞

=1n
nα  συγκλίνει. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η απόδειξη θα γίνει µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα: 

(i) 
n

αn
1

= , 
n

β n
n

1)1( ⋅−= . Τότε Ñ∈→
⋅−

= 0
1)1(

1

lim

n

n
β
α

nn

n . Η 

nn

n 1)1(
1
∑
∞

=
−  συγκλίνει (κριτήριο Leibniz) αλλά η ∑

∞

=1

1
n n

 δεν συγκλίνει. 

(ii) 
n

β
n

α nn
1,1

2 == . Τότε 
n

βα
n nn

110 2 =≤=≤  και η ∑∑
∞

=

∞

=
=

1
2

1

1
nn

n n
α  

συγκλίνει, ενώ η ∑∑
∞

=

∞

=
=

11

1
nn

n n
β  δεν συγκλίνει. 

(iii) nn β
nn

α =≤=≤ 23
110 . Η ∑

∞

=1
3

1
n n

 συγκλίνει, και η ∑
∞

=1
2

1
n n

 συγκλίνει. 

(iv) Αν 
n

αn
1

= , τότε η ∑
∞

=1

2

n
nα  συγκλίνει ενώ η ∑

∞

=1n
nα  δεν συγκλίνει. 

(v) 2
1,1

n
β

n
α nn == , τότε 0111

22 →
−

=−
n

n
nn

, η ∑
∞

=1n
nβ συγκλίνει και η ∑

=

n

n n1

1  

δεν συγκλίνει. 

10. Να εξηγηθεί η διαφορά µεταξύ των εννοιών «αλγεβρικό άθροισµα» και 

«(άπειρο) άθροισµα σειράς» και µε χρήση κατάλληλων 

αντιπαραδειγµάτων, όπου χρειάζεται αυτό 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έχω τις εξής θεµελιώδεις και ουσιαστικές διαφορές: 

1) Το «αλγεβρικό άθροισµα» είναι ορισµένο για πεπερασµένους το πλήθος 

προσθετέους, ενώ το «άπειρο άθροισµα σειράς» για άπειρους το πλήθος 

προσθετέους. 

2) Ένα πεπερασµένων όρων αλγεβρικό άθροισµα, υπολογίζεται σε 

πεπερασµένο χρόνο, ενώ ένα άθροισµα απείρων όρων, υπολογίζεται σε 

άπειρο χρόνο (δηλαδή δεν υπολογίζεται σε οποιονδήποτε πεπερασµένο) 

ακόµα κι αν τις αθροίσεις τις εκτελεί η γρηγορότερη µηχανή που υπάρχει 
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τώρα ή θα υπάρξει στο µέλλον. Μια µηχανή χαρακτηρίζεται από την 

ταχύτητα µιας πράξης ανά χρονικό διάστηµα, έστω t (οποιοδήποτε µικρό). 

Τότε για άπειρες αθροίσεις χρειάζοµαι χρόνο ∞=⋅∞ t  δηλαδή είναι 

ανέφικτο. 

3) Ένα «πεπερασµένο αλγεβρικό άθροισµα» ορίζει πάντα έναν πραγµατικό 

αριθµό, ενώ ένα «άπειρο άθροισµα σειράς» άλλοτε ορίζει πραγµατικό 

αριθµό, άλλοτε όµως όχι. 

4) Το «πεπερασµένο άθροισµα» υπολογίζεται πάντα αλγεβρικά, ενώ το 

«άπειρο άθροισµα σειράς» υπολογίζεται (εάν υπάρχει και εάν είναι εφικτός 

ο υπολογισµός) µε µη αλγεβρικό τρόπο, ως όριο της ακολουθίας των 

µερικών αθροισµάτων. ∆ηλαδή: 

α) Το nn
S

+∞→
lim  υπάρχει και το υπολογίζουµε. 

β)  Το nn
S

+∞→
lim  δεν υπάρχει. 

γ)  Το nn
S

+∞→
lim  υπάρχει µεν, αλλά είναι εξαιρετικά δύσκολος ή αδύνατος ο 

ακριβής προσδιορισµός του. 

5) Σε ένα «αλγεβρικό άθροισµα», µπορώ να εισάγω ή να εξάγω παρενθέσεις, 

µε επιτρεπτό τρόπο, κατά το δοκούν. Σε ένα µια άπειρη σειρά, αυτό γενικά 

απαγορεύεται! Ιστορικά η προηγούµενη παρανόηση, υπήρξε πηγή λαθών 

παραδόξων και διενέξεων την εποχή της θεµελιώσεως του Απειροστικού 

Λογισµού. (βλέπε και A.5.2.2). Σύντοµα έγινε αντιληπτό ότι «αυτό που 

ισχύει για πεπερασµένες ποσότητες και µεγέθη, δεν επεκτείνεται 

αυτονοήτως και για τα άπειρα µεγέθη». 

Στο παρακάτω αντιπαράδειγµα θεωρώ την σειρά 

    ...
7
8

6
7

5
6

4
5

3
4

2
3

1
2)1(

1

1 +−+−+−+=
+
+

−∑
∞

=

+

n
n

n

n  (1) 

Η ανωτέρω σειρά έχει γενικό όρο na
1
2)1( 1

+
+

⋅−= +

n
nn . Τότε το nαlim  δεν 

υπάρχει, άρα η σειρά είναι γνωστό ότι δεν συγκλίνει. 

Στο δεύτερο µέλος της (1) εισάγω παρενθέσεις κατά τον επιτρεπτό αλγεβρικά 

τρόπο. 

Τότε θα έχω: 
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Η τελευταία σειρά συγκλίνει, σύµφωνα µε το οριακό κριτήριο συγκρίσεως. 

Πράγµατι, αν θεωρήσω τη σειρά ∑
∞

=1
2

1
n n

 αυτή συγκλίνει ως γνωστόν. Γι’ αυτήν 

έχω 2
1

n
βn = . 

Αν  
)12(2

1
+

=
nn

αn   τότε    

22

2

2

1
1 14 2lim lim lim1 14 2 44
2

n

n n n
n

nn n
n n

n n

α
β→∞ →∞ →∞

+= = = =
+ +

. 

Άρα αφού συγκλίνει η ∑
∞

=1
2

1
n n

 θα συγκλίνει και η ∑
∞

= +1 )12(2
1

n nn
. 

∆ηλαδή: Βάλαµε παρενθέσεις σε µία σειρά που δεν συνέκλινε και την 

µετατρέψαµε σε συγκλίνουσα! 

Παραθέτουµε και άλλο χαρακτηριστικό «παράδοξο»  
Αν α+β=1 , τότε το άθροισµα S=(α+β)-(α+β)+(α+β)-(α+β)+…..είναι 
οποιαδήποτε πραγµατική τιµή (!!!) 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
S=(α+β)-(α+β)+(α+β)-(α+β)+….. ⇒  S=α+(β-α)-(β-α)+(β-α)-…… ⇒  
(Αν β-α = γ)  S= α+(γ-γ)+(γ-γ)+(γ-γ)+….⇒S=α+0+0+0+0+…⇒S=α 
Αλλά αν θέσω αλλιώς τις παρενθέσεις (µε επιτρεπτό αλγεβρικά τρόπο ) θα έχω 
: 
S=α+γ-(γ-γ)-(γ-γ)-γ-γ)-… ⇒S=α+γ-0-0-0-0-0-…⇒S=α+(β-α) ⇒S=β 
∆εδοµένου τώρα ότι η διάσπαση του 1 σε άθροισµα δύο αριθµών µπορεί να 
γίνει µε α  οποιονδήποτε πραγµατικό και β =1-α , τότε έχουµε το «παράδοξο» 
συµπέρασµα! 
 

Υπάρχει και το απλούστερο αντιπαράδειγµα: 

Η ∑
∞

=
−

0
)1(

n

n  δεν συγκλίνει, διότι η 0)1( →/− n  (είναι αποκλίνουσα). 

Όµως αν εισάγω παρενθέσεις γίνεται συγκλίνουσα, όπως φαίνεται παρακάτω: 

+−+−+−+−=−∑
∞

=
11111111)1(

0

n

n
+−+−+−+−= )11()11()11()11(  

+++++= 00000 0=  . ∆ηλαδή συγκλίνει στο 0. 
Αν όµως διατηρήσω το πρώτο 1 και εισάγω παρενθέσεις αµέσως µετά ,  θα έχω: 
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+−+−+−+−=−∑
∞

=
11111111)1(

0

n

n
  =1-(1-1)-(1-1)-(1-1)-(1-1)-…. 

=1-0-0-0-0-….. ∆ηλ. συγκλίνει στο 1 . 

Το λάθος και πάλι,  έγκειται στην  εισαγωγή παρενθέσεων σε άπειρο 

άθροισµα. 

Και στα τρία προηγούµενα  αντιπαραδείγµατα, πήραµε µια µη συγκλίνουσα σειρά, 

θέσαµε παρενθέσεις και η µη συγκλίνουσα µετετράπη σε συγκλίνουσα. 

Τι γίνεται όµως µε τις συγκλίνουσες;  

Εδώ ισχύει η πρόταση: 

«Αν σε µια συγκλίνουσα σειρά 
0

n
n

a
∞

=
∑  βάλλουµε σε παρενθέσεις οσουσδήποτε 

όρους της, χωρίς να αλλάξουµε την τάξη τους, τότε η προκύπτουσα σειρά θα 

συγκλίνει και µάλιστα στο ίδιο άθροισµα». 

Η απόδειξη της πρότασης είναι απλή: 

Αν nS  είναι η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της αρχικής και nσ  η 

ακολουθία µερικών αθροισµάτων της προκύπτουσας µε εισαγωγή 

παρενθέσεων, τότε η nσ  θα είναι υπακολουθία της nS . 

Πράγµατι, αν 

 +++++= nn ααααS 321  τότε θέτοντας παρενθέσεις έχω 

 +++++++++= +++ )()()( 2121 kmmmm ααααααS . 

∆ηλαδή …,, 21 kmm SσSσ +==  

Η nσ  ως υπακολουθία συγκλίνουσας υπακολουθίας, θα συγκλίνει κι’ αυτή, άρα 

η πρόταση απεδείχθη. 

Η προηγούµενη πρόταση περιέχει τη φράση «… χωρίς να αλλάξουµε την τάξη 

… (των όρων της)». Εποµένως παίζει ρόλο και η διάταξη των όρων στην 

σύγκλιση. Αυτό φαίνεται από το πιο κάτω αντιπαράδειγµα. 

Έστω η σειρά 
n

n

n

1)1( 1

1
⋅− +

∞

=
∑  η οποία βάσει του κριτηρίου του Leibniz 

συγκλίνει, αφού η 
n

1  είναι φθίνουσα µηδενική ακολουθία θετικών όρων. Τότε 

+−+−+−+−=⋅−∑
∞

=

+

8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
111)1(

1

1

nn

n . 
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Αν εφαρµόσω την αντιµεταθετική ιδιότητα στο άπειρο άθροισµα θα αλλάξω 
την τάξη των όρων της, οπότε θα έχω: 

+−++−++−+
6

1
11
1

9
1

4
1

7
1

5
1

2
1

3
11  (1) 

Αν συγκλίνει µε την αλλαγή τάξης των όρων της, θα συγκλίνει και µε την 

εισαγωγή των παρακάτω παρενθέσεων: 

+







−

−
+

−
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−++








−++








−+

nnn 2
1

14
1

34
1
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1
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1
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11

 

Αλλά όµως: 

nnnnnnnnn 2
12

2
11

2
1

4
1

4
1

2
1

14
1

34
1 −

=−=−+>−
−

+
−

. 

Η σειρά 
nn nn

1
2

12
2

12
11
∑∑
∞

=

∞

=

−
=

−  αποκλίνει, άρα και η 

∑
∞

=








−

−
+

−1 2
1

14
1

34
1

n nnn
 θα αποκλίνει, που είναι η αρχική (1) µε την 

αναδιάταξη. Άρα η αναδιάταξη γενικώς δεν επιτρέπεται, αφού όπως είδαµε, 

η αναδιάταξη όρων, µπορεί να µετατρέψει µια συγκλίνουσα σε µη 

συγκλίνουσα. 

Γενικώς ισχύει το Θεώρηµα: 

«Αν η σειρά 
0

n
n

a
∞

=
∑  συγκλίνει απολύτως, και έστω τ  µια αναδιάταξη των  

φυσικών αριθµών, τότε η σειρά ( )
0

n
n

aτ
∞

=
∑  συγκλίνει απολύτως και µάλιστα, 

( )
0 0

n n
n n

a aτ

∞ ∞

= =

=∑ ∑ » Στην επόµενη εφαρµογή παραθέτουµε ένα τέτοιο παράδειγµα  

11. Η σειρά 1
1

1

2
1)1(
−

∞

=

− ⋅−∑ n
n

n  είναι παράδειγµα σειράς που 

1) Συγκλίνει 

2) Συγκλίνει απολύτως  (άρα και απλώς) 

3) Οποιαδήποτε αναδιάταξη των όρων της δεν επηρεάζει τη σύγκλισή 

της, ούτε το άθροισµά της 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η σειρά εκπληροί τις προϋποθέσεις της προηγούµενης 

πρότασης, Έτσι έχω: 
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1) 1
1

1

2
1)1(
−

∞

=

− ⋅−∑ n
n

n  είναι άθροισµα απείρων όρων Γ.Π. µε πρώτο όρο το 1 και 

λόγο 
2
1

− . Άρα 
3
2

2
11

1
2

1)1( 1
1

1 =






−−

=⋅−
−

∞

=

−∑ n
n

n . 

2) 1
11

1
1

2
1

2
1)1(

−

∞

=

∞

=
−

− ∑∑ =⋅− n
nn

n
n  και έχει άθροισµα απείρων όρων Γ.Π. µε πρώτο 

όρο το 1 και λόγο 
2
1 . Άρα 2

2
11

1
2

1
1

1
=

−
=⋅

−

∞

=
∑ n
n

. 

3) Αναδιατάσσω τους όρους σύµφωνα µε τον νόµο: «Μετά από κάθε θετικό, 

γράφουµε τους δύο εποµένους αρνητικούς». 

 

Ο νόµος αυτός φαίνεται και µε την αλγεβρική διατύπωσή του παρακάτω: 
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2 4 1 4 3
0

1 1 1 (επειδή κάθε µία συγκλίνει)
2 2 2n n n

n

∞

+ +
=

 − − = 
 

∑  

3
2

15
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15
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2
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2
1

2
1

0
34

0
14

0
2 =−−=−−∑ ∑∑

∞

=
+

∞

=
+

∞

=n
n

n
n

n
n  δηλαδή το άθροισµα µένει 

αµετάβλητο. 

Γενικώς, αν µια σειρά συγκλίνει «µε περιορισµό» ( ή «υπό συνθήκη» ή είναι 

ηµισυγκλίνουσα) η αναδιάταξη των όρων της µεταβάλει το άθροισµά της ή και 

την φύση της (µπορεί δηλαδή να την καταστήσει αποκλίνουσα). Χαρακτηριστικό 

είναι το θεώρηµα Riemann του οποίου η διατύπωση έχει ως εξής: 

«Μια υπό συνθήκη συγκλίνουσα σειρά, µπορούµε να την κάνουµε να 

συγκλίνει σε οποιαδήποτε τιµή ή ακόµη να αποκλίνει µε µια κατάλληλη 

αναδιάταξη των όρων της». 

12. ∆ίνεται η πρόταση: 

«Αν η σειρά ∑
∞

=1
||

n
nα  συγκλίνει, τότε και η σειρά 2

1
n

n
α

∞

=
∑  συγκλίνει». 

1) Να αποδειχθεί 

2) Να δειχθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ότι γενικώς δεν ισχύει το 

αντίστροφο. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αφού ∑
∞

=1
||

n
nα  συγκλίνει 0|| →⇒ nα . Τότε  1 0µε ε = >  

0 (1)n n∃ = : 2
00 | | 1 | | |,n n n n nα α α< < ⇒ < ∀ > . 

Από το κριτήριο συγκλίσεως σειρών, έπεται και ότι η ∑
∞

=1

2

n
nα  συγκλίνει. 

2) Για το αντίστροφο, θεωρώ την 
n

α n
n

1)1(−= . Η αντίστοιχη σειρά 

∑∑
∞

=

∞

=
=

1
2

1

2 1
nn

n n
α  η οποία ως γνωστόν συγκλίνει. Όµως η σειρά ∑∑

∞

=

∞

=
=

11

1||
nn

n n
α  δεν 

συγκλίνει. 

Άρα, γενικώς δεν ισχύει το αντίστροφο της προτάσεως. 

13. Yπάρχει σειρά που είναι αποφάνσιµη ως προς την σύγκλιση µε το 

κριτήριο λόγου και µη αποφάνσιµη µε το κριτήριο πηλίκων του d’ 

Alembert .  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για την  σειρά ∑
∞

=

−⋅
1 !n

nn

n
en  έχω: 

Í∈∀>
⋅

=
−

n
n
enβ

nn

n 0
!

. Αν ∑∑
∞

=

∞

=
=

11

1
nn

n n
α  και 01

>=
n

αn . 

Επίσης: 
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  (2) 

Γνωρίζουµε ότι ισχύει  

        Í∈∀





 +<<






 +

+

n
n

e
n

nn 11111 .  

  (3) 

Η (1) λόγω (3) δίνει  
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Αφού η ∑
∞

=1n
nα  δεν συγκλίνει, τότε και η ∑

∞

=1n
nβ  δεν συγκλίνει. Σύµφωνα όµως µε 

το κριτήριο πηλίκων του D’Alembert έχω 

1111

11 1

1

1 =⋅→





 +⋅







 +

=
−

+

+

e
e

ne
n

β
β

n

n

n  και δεν έχω αποφανσιµότητα µέσω του 

κριτηρίου. 

Άρα το κριτήριο λόγου εµφανίζεται ισχυρότερο απ’ το αντίστοιχο του D’ 

Alembert. 

14. Το θεώρηµα των Cauchy-Mertens λέει ότι «Αν δύο σειρές 

συγκλίνουν και τουλάχιστον µία  συγκλίνει απολύτως, τότε η σειρά 

0
n

n
γ

∞

=
∑ της συνέλιξής τους (ή το κατά Cauchy γινόµενό τους, µε  

0 1 1 0( :n n n n n na β γ α β α β α β−∗ = = + + + ) θα συγκλίνει και 

µάλιστα
0 0 0

n n n
n n n

aγ β
∞ ∞ ∞

= = =

= ⋅∑ ∑ ∑ ». 

1) Μπορεί να παραληφθεί από το θεώρηµα η υπόθεση της σύγκλισης 

για µία εκ των δύο αρχικών σειρών;  

2) Αν η σειρά της συνέλιξης δύο ακολουθιών συγκλίνει, θα συγκλίνουν 

οι δύο αντίστοιχες σειρές των αρχικών ακολουθιών; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) ∆εν µπορεί να παραληφθεί η υπόθεση της απόλυτης 

σύγκλισης της µιας σειράς, όπως θα δούµε στο παρακάτω αντιπαράδειγµα: 

Θεωρούµε τις σειρές ∑
∞

=1n
nα , ∑

∞

=1n
nβ , όπου 

n
βα n

nn
1)1( 1 ⋅−== + . Και οι δύο 

συγκλίνουν µε βάση το κριτήριο του Leibniz, αφού η 
n

1  είναι φθίνουσα 

µηδενική ακολουθία θετικών όρων. 



 143 

Επίσης δεν συγκλίνουν απόλυτα, αφού ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

+ ==−
1

2
1

11

1 111)1(
nnn

n

n
nn

 η 

οποία ως γνωστόν αποκλίνει. 

Το κατά Cauchy γινόµενό τους είναι εξ ορισµού 
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Άρα 0→/nγ . ∆ηλαδή η σειρά ∑
∞

=1n
nγ  δεν συγκλίνει. 

2) ∆ίνουµε αντιπαράδειγµα, όπου δύο σειρές δεν συγκλίνουν, αλλά έχουν 

συγκλίνουσα συνέλιξη. 

  +++++=∑
∞

=
22221

1n
nα  (Προφανώς δεν συγκλίνει) 

  −+−+−=∑
∞

=
22221

1n
nβ  (Επίσης δεν συγκλίνει) 

∆ηλαδή 
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α nnn  για την nγ  έχω: 
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∆ηλαδή 








>
=

1αν0
1αν1

n
n

γn . 

Άρα 1001
1

=+++=∑
∞

=n
nγ  ενώ οι ∑

∞

=1n
nα , ∑

∞

=1n
nβ  δεν συγκλίνουν. 



 144 

2.2.ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΙΣ ΣΕΙΡΕΣ 
 

Α. ΑΠΟΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕΙΡΕΣ: 
Εκµεταλλευόµαστε γνωστές  προτάσεις, έτσι : 

1) Αποκλίνουσα είναι κάθε σειρά της µορφής ∑
∞

=0n
nα  µε }0{−∈→ Ñααn  ή 

±∞→nα  ή η nα  να αποκλίνει γενικώς. Η κλάση των αποκλινουσών 

σειρών είναι όπως γνωρίζουµε εξαιρετικά ευρεία. 

2) Αποκλίνουσες ∑
∞

=0n
nα  για τις οποίες ισχύει 0nα → : 

α) ∑
∞

=1

1
n n

 (αρµονική σειρά και απειρίζεται θετικά) 

β) ∑
∞

=1 ln
1

n nn
 (σειρά Abel και απειρίζεται θετικά) 

γ) Αν η ∑
∞

=1n
nα  απειρίζεται θετικά τότε η ∑

∞

=
−

1
)(

n
nα  απειρίζεται αρνητικά 

δ) Οι σειρές ∑
∞

=1n
nα  και ∑

∞

=
+

1n
knα  έχουν την ίδια συµπεριφορά ως προς την 

σύγκλιση. ∆ηλαδή αν συγκλίνει η µία, θα συγκλίνει και η άλλη, αν 

αποκλίνει η µία, οµοίως και η άλλη, αν απειρίζεται θετικά η µία 

οµοίως και η άλλη, αν απειρίζεται αρνητικά η µία, οµοίως και η άλλη. 

Σε περίπτωση σύγκλισης, τα αθροίσµατα προφανώς δεν είναι ίσα, 

αφού λείπουν k όροι από την µία. 

ε) 1,1
1

≤∑
∞

=
ρ

vv
ρ . Απειρίζεται θετικά. 

στ) Για τις άπειρες ∑
∞

=1n
nα , ∑

∞

= +11n n

n

α
α

 µε 0>nα  ισχύει, ότι αν αποκλίνει η 

µία, αποκλίνει και η άλλη. 

Β. ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕΙΡΕΣ 

1) 
λ

αλα
n

n

−
=⋅∑

∞

=

−

11

1 , αν 1|| <λ  (άθροισµα απείρων όρων φθίνουσας γεωµ. 

Προόδου) 
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2) ∑
∞

=1

1
n

ρn
 συγκλίνει για 1>ρ  (Συνάρτηση J του Riemann )(ρJ  (Υπ. 

1+≤ nn SS  και 

1

12

2
1

1

1

−

−

−
<≤

ρ

nn SS ) 

3) ∑
∞

=
+

1
)1(

n

nxn , 10 <≤ x  (Υπ. Κριτήριο ρίζας Cauchy) 

4) Ñ∈∑
∞

=
+

x
n
x

n
n

n
,

1
1  (Υπ. Κριτήριο ρίζας Cauchy) 

5) 1,
1 2

2
<

+
∑
∞

=
x

nx
x

n
 (Κριτήριο πηλίκων D’ Alembert) 

6) Αν συγκλίνει η ∑
∞

=1n
nα , 0≥nα , τότε συγκλίνει και η ∑

∞

=1n

n

n
α

(Υπ. 

αββα
≥

+
2

, +∈Ñβα, ) 

7) Αν συγκλίνουν οι σειρές ∑
∞

=1n
nα , ∑

∞

=1n
nβ , ( Í∈∀>> nβα nn 0,0 ) τότε θα 

συγκλίνει και η ∑
∞

=1n
nn βα  (Υπ. 0,0,2 >>≥+ βααββα ) 

8) 1,
ln
1

2
>∑

∞

=
ρ

nnn
ρ  (Υπ. Κριτήριο συµπυκνώσεως Cauchy) 

9) )1,0(,ηµ
0

∈∑
∞

=
xx

n

n  (Υπ. 1ηµlim,,ηµ === n

n
n

n
n

n x
xxβxα ) 

10) ∑
∞

=
∈+

0
)1,0(),1ln(

n

n xx  (Υπ. 1)1ln(lim =
+
n

n

x
x ) 

11) 
e

αa
n

n 1,
1

1
3
1

2
11

<∑
∞

=

++++
 (Υπ. Κριτήριο Raabe) 

12) ∑
∞

=1n
nα  συγκλίνει, θα συγκλίνει και η 

n

n
n n
α 






 −∑

∞

=

11
1

 (Υπ. Κριτήριο Abel) 

13) Αν Í∈∀> nαn 0  και η σειρά ∑
∞

=1n
nα  συγκλίνει στο Ñ∈l , τότε και η 

∑
∞

= +
+++

1

21

)1(
2

n

n

nn
αnαα

 συγκλίνει επίσης στο l. 
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14) Αν συγκλίνει η ∑
∞

=1n
nα , τότε θα συγκλίνει και η 1

1
)( +

∞

=
∑ n

n

n
nα . 

15) Η ∑
∞

=
⋅

0
2

n

nn x , 





−∈

2
1,

2
1x  συγκλίνει 

16) Η )1,1(,)1(
1

−∈⋅−∑
∞

=
x

n
x

n

n
n  συγκλίνει 

17) Η ]2,2[,
21

2 −∈
⋅

∑
∞

=
x

n
x

n
n

n
 συγκλίνει 

18) Η Ñ∈
+
+

∑
∞

=
xx

n
n n

n
,

)!1(
1

0

2
, συγκλίνει 

19) Η ),(,!
1

eexx
n
n

n

n
n −∈∑

∞

=
, συγκλίνει 

20) Να κατασκευασθεί δυναµοσειρά που να συγκλίνει σε γνωστό διάστηµα 
+∈Ñβαβα ,(),( ). 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θέλω η σειρά να συγκλίνει για ),( βαx∈  δηλαδή  

222222
αββαxαββαββαxβααβxα −

<
+

−<
−

−⇔
+

−<
+

−<
+

−⇔<< . 

Έτσι, αναζητώ δυναµοσειρά της µορφής 
n

n
n

βαxα 





 +

−∑
∞

= 20
, µε ακτίνα 

συγκλίσεως 
2
βαρ +

= . Πρέπει λοιπόν από κριτήριο συγκλίσεως Cauchy 

βα
αn

n +
=

2||lim . Αρκεί να επιλέξουµε 
n

n βα
α 








+

=
2 . 

Γ. ΑΘΡΟΙΖΟΜΕΝΕΣ ΣΕΙΡΕΣ 

Είναι  αυτές για τις οποίες µπορεί να υπολογισθεί το µερικό άθροισµα  Sn  και 
δεν υπάρχουν πολλές τέτοιες κλάσεις. Οι υπάρχουσες είναι ειδικής µορφής , 
όπως οι παρακάτω: 

1) Αριθµητική σειρά  ∑
∞

=
∈−+

1
,],)1([

n
ωαωnα Ñ  

 vωvαSn ⋅
−+

=
2

)1(2  

2) Γεωµετρική σειρά 1,
1

1 ≠⋅∑
∞

=

− λλα
n

v  
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1
1

−
−

⋅=
λ
λαS

n

n  

3) ∑
∞

=
+−

1
)]1()([

n
nφnφ , όπου )(nφ  ακολουθία. Τότε 

 )1()1( +−= nφφSn  ή )1()0( +−= nφφSn  αν ∑
∞

=
+−

0
)]1()([

n
nφnφ . 

 Η κατασκευή µιας τέτοιας σειράς είναι πολύ εύκολη, αλλά η αναγνώριση ότι 

ο γενικός όρος nα  τίθεται στην µορφή )1()( +− nφnφ  είναι το δύσκολο από 

τον λύτη. 

4) ∑
∞

=
+⋅++⋅+⋅

1
)]2()1()([

n
nφΓnfBnφA  µε 0=++ ΓBA . Τότε 

 )2()1()2()1( +++−−= nφΓnφAφΓφASn . 

 Και εδώ η κατασκευή του παραδείγµατος είναι απλή, αλλά δύσκολη η 

αναγνώριση. 

5) ∑
∞

=
+

0
)]()([

n
nfnφ  ή ∑

∞

=
++

0
)]()()([

n
ngnfnφ  όπου )(),(),( nfngnφ  οι γενικοί 

όροι αθροιζόµενων σειρών. 

6) ∑
∞

=
⋅

0
)(

n

nxnf , όπου )(nf  πολυώνυµο του n. 

Σε παραδείγµατα τέτοιας µορφής θεωρούµε γνωστά τα αθροίσµατα 

∑
=

+
=

n

k

nnk
1 2

)1(  ∑
=

++
=

n

k

nnnk
1

2

6
)12)(1( , ∑

=




 +

=
n

k

nnk
1

2
3

2
)1( . κ.ο.κ. 

Για να υπολογίζουµε αθροίσµατα ανωτέρων δυνάµεων, υπάρχει επαγωγικός 

τρόπος µε την βοήθεια του διωνύµου του Newton. Για παράδειγµα για τον 

υπολογισµό του ∑
=

n

k
k

1

3  εργάζοµαι ως εξής: 

1464)1(
1464)1(

2344

2344

+++=−+
++++=+

xxxxx
xxxxx   

  (1) 

 Θέτοντας στην (1) διαδοχικά nx ,...,3,2,1=  έχω 
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∑∑∑∑
====

+⋅+⋅+⋅=−+

+⋅+⋅+⋅=−+

+⋅+⋅+⋅=−
+⋅+⋅+⋅=−
+⋅+⋅+⋅=−

+⋅+⋅+⋅=−

n

k

n

k

n

k

n

k
kkkn

nnnnn

111

2

1

34

2344

2344

2344

2344

2344

14641)1(

1464)()1(

144464445
134363434
124262423

114161412

 

  (2) 

 Η (2) επιλύεται ως προς ∑
=

n

k
k

1

3  γνωστών όντων των αθροισµάτων µικροτέρας 

τάξεως. 

7) ∑
∞

=

−⋅++
1

1])1([
n

nxβωnα . ∆ηλαδή ο γενικός όρος na  είναι το γινόµενο του 

γενικού όρου αριθµητικής προόδου µε τον γενικό όρο µιας γεωµετρικής 

προόδου (µεικτή πρόοδος). Η άθροιση γίνεται ως εξής. Αν 

      1 2 3n nS α α α α= + + + +    

  (1) 

 Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (1) µε τον λόγο της γεωµετρικής 

προόδου x και έπειτα αφαιρούµε κατά µέλη από την (1). 

 Παράδειγµα: 1||,
1

1 <∑
∞

=

− xnx
n

n . Έχω: 

         n
n

n
n

nxxxxxS
nxxxS
++++=

++++= −

32

12

32
321    

 
)2(
)1(

 

⇒−
−
−

=−

⇒−+++++=−− −

n
n

n

nn
n

nx
x

xSx

nxxxxxSx

1
1)1(

1)1()2()1( 132

 

x
nx

x
xS

nn

n −
−

−
−

=
1)1(

1
2  

8) Αν ∑
∞

=1 !
)(

n n
nφ , )(nφ  πολυώνυµο του n και k ο βαθµός του πολυωνύµου )(nφ , 

τότε το )(nφ  µπορεί να παρασταθεί ως 
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)1()1()2)(1()1(2)( 310 +−−++−−+−++= knnnAnnnAnnAnAAnφ k  

 και η σειρά είναι αθροιζόµενη, όπως έχω στο παρακάτω 

Παράδειγµα: ∑
∞

=

+−
1

2

!
23

n n
nn . 

Θέτοντας ΓBnnAnnn ++−≡+− )1(232 , από τα εκ ταυτότητας ίσα 

πολυώνυµα έχω 2,1( −== BA  και )2=Γ . 

Τότε 

!
2

)!1(
2

)!2(
1

!
2

!
2

!
)1(

!
22)1(

!
232

nnnnn
n

n
nn

n
nnn

n
nnαn +

−
−

−
=+−

−
=

+−−
=

+−
=

 

Τότε για 2≥n  έχω: 

∑ ∑ ∑∑∑∑
= = ====

+
−

−
−

=+=+==
n

k

n

k

n

k

n

k
k

n

k
k

n

k
kn kkk

ααaαS
2 2 222

1
1 !

12
)!1(

12
)!2(

10  

           





 +−−+






 +−−= ∑∑∑

=

−

=

−

=

n

k

n

k

n

k knk 0

1

0

2

0 !
1

!1
1

!0
12

!
1

!0
12

!
1  

           22422)2(2)1(2 −=+−−+=+−++−−⇒ eeeeeee . 

9) ∑
∞

=
≤∈+−

1
,,)],()([

n
knknknfnf Í . Τότε:  

)()2()1()()2()1( knfnfnfkfffSn +−−+−+−+++= . 
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3.  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

3.1. ΙΣΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

1. Εάν δύο συναρτήσεις έχουν ταυτόσηµες αναλυτικές εκφράσεις (: τύπους) είναι 

ίσες; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ.: 

}1,0,1/{2)( −= xxf    και   ]1,1/[2)( −= xxg  

Προφανώς gf ≠  αφού )()( gf DD ≠  
2. Εάν δύο συναρτήσεις έχουν διαφορετικές αναλυτικές εκφράσεις (: τύπους) 

είναι πάντα διαφορετικές; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ. 

}1,0,1/{2)( −= xxf    και   }1,0,1/{2)( 3 −= xxg  

Ισχύει gf = , ενώ οι αναλυτικές εκφράσεις είναι διαφορετικές. 

 

3. Εάν Axxgxf ∈∀=⋅ 0)()( , όπου Α το κοινό πεδίο ορισµού των gf , , τότε µια 

τουλάχιστον από τις gf ,  είναι η σταθερή µηδενική συνάρτηση; 

  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ. 

Αν       








=








=
ρητόςαν0
άρρητοςαν1

)(
ρητόςαν1
άρρητοςαν0

)(
x
x

xg
x
x

xf  

τότε Ñ∈∀=⋅ xxgxf 0)()(  χωρίς καµµία να είναι σταθερή.  

Επιπλέον, το αντιπαράδειγµα των gf ,  είναι τέτοιο ώστε να πληροί και την 

επιπρόσθετη προϋπόθεση ότι «δεν υπάρχει υποδιάστηµα στο πεδίο ορισµού της f 

είτε της g που ο περιορισµός της f ή της g αντιστοίχως, να είναι η µηδενική 

συνάρτηση». 

 

4. Nα αποδειχθεί η ισχύς ή η µη ισχύς εν γένει, των ισοτήτων: 

α) hfgfhgf +=+ )(  

β) fhfgfhg +=+ )(  
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όπου :,, hgf συναρτήσεις ÑÑ → . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) ∆εν ισχύει γενικώς: Α.χ.: 2)( xxf = , 1)( =xh , 1)( =xg . Τότε 

42)2()11())()(())](([ 2 ===+=+=+ ffxhxgfxhgf  

211)()())(()()(()]()[( 22222 =+=+=+=+=+ xhxgxhgxfhgxfhg . 

β) Ισχύει πάντα: Πράγµατι, Ñ∈∀x , έχουµε: 

)]()[())()(())(())((
))(())(())()(()]()[(

xfghxfghxfgxfh
xfhxfgxfhgxfhg

+=+=+=
+=+=+

 

 

5. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν συναρτήσεις µε κλάδους, να έχουν απλή 

αναλυτική έκφραση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δώσουµε τρία παραδείγµατα διαβαθµισµένα από το πλέον 

σύνηθες, έως στο πλέον ασύνηθες. 

(i) Έστω ÑÑ →:f  µε  ( )








<−
≥

=
0,
0,

xx
xx

xf  

Αυτή είναι η γνωστή µας συνάρτηση ( ) Rxxxf ∈∀=  

(ii) Έστω ÑÍ →:g  µε  ( )








=
άρτιος,0

 περιττός,1
x
x

xg  

 Η ( )xg  είναι η n ακολουθία που συµβολίζεται συνήθως µε 









=
άρτιος,0

 περιττός,1
n
n

an και    η οποία έχει αναλυτική έκφραση ( )[ ]n
na 11

2
1

−−= . 

    

(iii)  Η συνάρτηση του Dirichlet  ÑÑ →:h  µε  ( ) ( )βα
xβ
xα

xh ≠








=
άρρητος,
ρητός,

 

έχει την  ακόλουθη εξεζητηµένη αναλυτική έκφραση: 

( ) ( ) ( )



⋅−+=

+∞→
xnxh n

n
πβαβ !συνlim . 

Να περιγράψουµε όµως το γιατί: 
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Όταν x ρητός, γράφεται ως κλάσµα 
q
p  , µε ακέραιους όρους και  q 0≠ .  Τότε το 

γινόµενο xn!  είναι πάντα άρτιος ακέραιος για κάποια τιµή του n και πάνω (είναι 

τελικά άρτιος όπως λέµε) . 

Άρα η παράσταση xπn ⋅!  είναι τελικά άρτιο πολλαπλάσιο του π.  Συνεπώς 

( )xπnn ⋅!συν  είναι τελικά 1, συνεπώς και το ( )συν ! 1lim n

n
n xπ

→+∞

  =  
. 

Άρα, ( ) ( ) Ð∈∀=⋅−+= xαβαβxf ,1 . 

Αν  x άρρητος, τότε η παράσταση πxn ⋅!  για κατάλληλα µεγάλο n, πλησιάζει ένα 

άρτιο ή περιττό πολλαπλάσιο του π, χωρίς να γίνεται ποτέ ίσο µε αυτό.  Τότε, 

όµως η παράσταση ( )xnn ⋅π!συν  πλησιάζει το 1 και το –1, αλλά ποτέ δεν γίνεται 

ίση µ’ αυτά, ενώ γενικά ισχύει η ανισοταυτότητα 1 ( ! ) 1n n xσυν π− ≤ ≤  Αν 

δεχθούµε, π.χ. ότι 

( ) ( ) ( ) ⇒∈=⇒∈=⇒=⋅ ÙÙ κκκκπππ ,2!,2!1!συν xnxnxnn   

⇒





 ∈= Ùκ

n
κx ,
!

2  x ρητός, άτοπο! 

Άρα, 1!συν1 <⋅<− xπn ή Í∈∀< ,1!συν xπn . 

Τότε, όµως το ( ) 0!συνlim =
+∞→

xnn

n
π , αφού ως  γνωστόν όταν 

01 lim =⇒<
+∞→

n

n
yy . 

Άρα, ( ) ( ) 0 , \f x xβ α β β= + − ⋅ = ∀ ∈ . 

(iv) Υπάρχουν κλαδικές συναρτήσεις, οι οποίες δεν είναι γνωστό ακόµη αν έχουν 

αναλυτική έκφραση.  Μια  τέτοια είναι η  

( )
1, αν και πρώτος
1, αν και σύνθετος

0, αν

x x
f x x x

x

− ∈ 
 = + ∈ 
 ∉ 

 

Αν βρεθεί τέτοια αναλυτική έκφραση, αυτό θα σηµαίνει ότι έχει βρεθεί τύπος που 

να δίνει τους πρώτους αριθµούς, πράγµα πάρα πολύ δύσκολο και όπως 

υποψιάζονται οι αριθµοθεωρητικοί µαθηµατικοί, µάλλον αδύνατο, αφού δεν έχει 

βρεθεί τύπος, ούτε για ειδικές περιπτώσεις πρώτων, παρ’ όλες τις γιγαντιαίες 

προσπάθειες που έχουν καταβληθεί γι’ αυτό από µέγιστους µαθηµατικούς.  

Φυσικά τα προηγούµενα µπορούν να καταπέσουν αν βρεθεί ένας τύπος για τους 
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πρώτους, αφού ανάλογες «υποψίες» είχαν εκφρασθεί και για την τελευταία 

εικασία του Fermat που έπειτα από προσπάθειες αιώνων απεδείχθη από τον 

Wallis το 1996. 

 

3.2. ΠΕ∆ΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

1. Να βρεθούν παραδείγµατα συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού 

α) Το κενό σύνολο 

β) Μονοσύνολο 

γ) ∆ισύνολο 

δ) Άπειρο αριθµήσιµο σύνολο 

ε) Άπειρο υπεραριθµήσιµο σύνολο 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) : ( ) ηµx 2f f x = − . Για την f πρέπει 02ηµ ≥−x  που είναι αδύνατη ανίσωση. 

Άρα ∅=)( fD  . 

 Πρέπει όµως να σχολιασθεί, ότι η έννοια “συνάρτηση” έχει εξ ορισµού νόηµα µόνο 

για µη κενό σύνολο ορισµού. Καταχρηστικά και οριακά εδώ δεχθήκαµε την έννοια 

«δεν ορίζεται συνάρτηση» ως ισοδύναµη της έννοιας «συνάρτηση µε πεδίο ορισµού 

το κενό». 

β) xxxg −+−= 33)( . Πρέπει 03( ≥−x  και 03 ≥− x ) )3( =⇔ x . Άρα 

}3{)( =gD . 

γ) 2323)( 22 −+−++−= xxxxxh . Πρέπει  

023( 2 ≥+− xx  και 0232 ≥−+− xx ) )3( =⇔ x 1[( ≤x  ή )2≥x  και )]21( ≤≤ x  

1( =⇔ x  ή )2=x . Άρα }2,1{)( =hD . 

δ) 1ηµ)( −= xxφ . Πρέπει 







 ∈+=⇔=⇔≥⇔≥− Ùkππkxxxx ,

2
21ηµ1ηµ01ηµ . 

Άρα ÙD ∈






 += kππkφ ,

2
2)(  µε άπειρο, αλλά αριθµήσιµο πλήθος στοιχείων. 

Πράγµατι, µπορούµε να θεωρήσουµε την απεικόνιση 
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)(: φσ DÍ →    µε   



























=

+=+

=+

=

0αν,
2

12αν,
2

)2(-

2αν,
2

2

)(

nπ

λnππλ

λnπλπ

nσ  

η οποία είναι προφανώς “ 11− ” και “επί” και άρα 0|)(| XD =φ . 

ε) 65)( 2 −+−= xxxf . Πρέπει 320652 ≤≤⇔≥−+− xxx . Άρα ]3,2[)( =fD , 

το οποίο είναι υπεραριθµήσιµο και έχει την ισχύ του συνεχούς, X2 . 

 

2. Να βρεθεί αναλυτική έκφραση συνάρτησης µε («µέγιστο») πεδίο ορισµού, 

οποιοδήποτε πεπερασµένο αριθµητικό σύνολο. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν  },...,,{ 21 kαααA =  µε ∈iα Ñ  ki )1(1= . Τότε θεωρώ την f: 

))...()(())...()(()( 2121 kk αxαxαxαxαxαxxf −−−−+−−−= . 

Εκ κατασκευής, οι υπόρριζες ποσότητες είναι ετερόσηµες. 

Εκεί όπου η µία γίνεται θετική, η άλλη γίνεται αρνητική και τούµπαλιν. Αφού 

απαιτούµε και για τις δύο να είναι µη αρνητικές, συναληθεύουν εκεί που 

µηδενίζονται, δηλ. στις κοινές ρίζες των υπορρίζων ποσοτήτων, που είναι οι 

kααα ,...,, 21 . 

Εποµένως },...,,{)( 21 kαααf =D . 

 

3.3.ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΚΑΙ Η/Υ 

 
1. Όταν µία συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού σύνολα της µορφής ),( +∞−∞ , 

),( +∞α , ),(),( +∞∪−∞ βα  κ.ο.κ. λόγω του απείρου µήκους των διαστηµάτων 

ορισµού, µόνο ένα τµήµα των συναρτήσεων µπορούµε να απεικονίσουµε. Για 

τη συµπεριφορά στο ∞+  ή ∞−  ή α ή β έχουµε τις οριακές τιµές σε αυτά και 

τις ασύµπτωτες. Υπάρχουν όµως συναρτήσεις οι οποίες δεν µπορούν να 

αποδοθούν γραφικά ούτε καν σε ένα µικρό υποσύνολο του πεδίου ορισµού 

τους, ούτε τώρα, ούτε στο απώτατο µέλλον, από οιονδήποτε και οσοδήποτε 

εξελιγµένο Η/Υ. Να δοθούν παραδείγµατα: 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 









=
άρρητoςαν
ρητόςαν

)(:
x-x
xx

xff  

Γενικότερα  
( ) αν ρητός

: ( )
( ) αν άρρητoς

h x x
f f x

g x x
 

=  
 

 όπου h, g έχουν το πολύ 

αριθµήσιµα κοινά σηµεία.(δεν εξετάζω για υπεραριθµήσιµα σηµεία)  

Γι’ αυτές τις συναρτήσεις, οποιονδήποτε περιορισµό τους να σχεδιάσουµε π.χ. 

],/[ βαf  µε οσοδήποτε µικρό το || αβ −  σε αυτό θα έχουµε άπειρες (αριθµήσιµες) 

τιµές για τους υπάρχοντες ρητούς και άπειρες (υπεραριθµήσιµες) τιµές για τους 

υπάρχοντες αρρήτους. Εποµένως ουδείς Η/Υ είτε τώρα είτε στο απώτατο µέλλον 

δύναται να σχεδιάσει ικανοποιητικά. 

 

3.4 . ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

1. Να δοθούν τρεις άπειρες οικογένειες συναρτήσεων που να είναι: 

α) Άνω φραγµένες από τον Ñ∈λ  

β) Κάτω φραγµένες από τον Ñk∈  

γ) Φραγµένες µε kxfλ ≤≤ )( . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) Η οικογένεια των 0,)()(: 2 <+−= αλβxαxff p  είναι άνω φραγµένη από το λ, 

και µάλιστα έχει µέγιστο στη θέση βx =  το λβf =)( . 

β) Η οικογένεια των 0,)()(: 2 >+−= αkβxαxgg p  είναι κάτω φραγµένη από το k 

και µάλιστα έχει ελάχιστο στη θέση 0=x  το kβf =)( . 

γ) Μια γνωστή οικογένεια φραγµένων συναρτήσεων είναι οι βxαxff +⋅= ηµ)((: , 

+∈Ñα , Ñ∈α .  

Επειδή Ñ∈∀≤≤− x1ηµ1 x , θα ισχύει βαβxαβα +≤+≤+− ηµ  )0( >α . 

Οπότε αν 








=+
=+−

kβα
λβα

 έχω )(

2

2 λk
λkβ

λkα
>



















+
=

−
=

. 

∆ηλ. 
2

kηµ
2

)( λxλkxf +
+

−
= . 
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2. Να δοθεί παράδειγµα κάτω φραγµένης συνάρτησης σε διάστηµα και της 

οποίας, οποιοδήποτε περιορισµός σε υποδιάστηµα να µην είναι άνω φραγµένη 

συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την : [0,1]f R→ : 

















=

=∈==

0αν1

1),(και,,αν

άρρητοςαν0

)(

x

nmnm
n
mxn

x

xf Í . 

Προφανώς είναι κάτω φραγµένη από το 0. 

Η f δεν είναι άνω φραγµένη σε οποιοδήποτε διάστηµα ]1,0[],[ ⊂βα . Θα το δείξουµε 

µε απαγωγή σε άτοπο. 

 
 Μια συµβατική γραφική παράσταση αυτής της "περίεργης" συναρτήσεως. 
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Έστω ότι η ],/[ βαf  είναι άνω φραγµένη από το Ñ∈φ . Τότε φn >∈∃ :Ín  και 

επίσης πρώτος npp >: . Τελικά και το p είναι άνω φράγµα της    ],/[ βαf     (1). 

 

 

Επίσης ∃  πρώτος pp >′  µε 
p

αβ
αβ

p
′

>−⇒
−

>′ 1||
||

1 . Τότε αν διαµερίσω το ]1,0[  

σε ίσα διαστήµατα πλάτους 
p′
1 , τότε το ],[ βα  θα περιέχει ρητό της µορφής 

p
α

′
, µε 

pα <  και 1),( =pα  και φp
p
αf >′=








′

 άτοπο. 

Μια άλλη συνάρτηση που πληροί τις ίδιες προϋποθέσεις είναι η 








−

=
άρια.-5άπειραπεριέχειτουανάπτυγµαδεκαδικότοαν

άρια-5ακριβώςπεριέχειτουανάπτυγµαδεκαδικότοαν
,1
,

)(:
x

nxn
xff  

Και γι’ αυτήν ισχύει, ότι ο περιορισµός της f σε οποιοδήποτε διάστηµα Ñ( ⊂),( βα  

οσοδήποτε «στενό» (δηλαδή || αβ −  οσοδήποτε µικρό) η f δεν είναι άνω φραγµένη. 

Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι η ),/( βαf  είναι φραγµένη άνω από το Ñ∈φ , τότε 

υπάρχει φnn >′∈′ :Í  και η ),/( βαf  θα είναι φραγµένη άνω επίσης από το n′ . 

Πάντα υπάρχει ρητός ),( βαp ∈ . Αν αυτός περιέχει στο ανάπτυγµα παραπάνω από 

n′  πεντάρια, τότε έχω άτοπο. 

Αν το ανάπτυγµα του p περιέχει λιγότερα από n′  πεντάρια, τότε έχω τα παρακάτω: 

• βpα <<  

• Προβαίνω στην παρακάτω περιγραφόµενη κατασκευή: 

Αρχίζω και αριθµώ τα ψηφία του α και του p, έως ότου συναντήσω το πρώτο µη 

κοινό τους ψηφίο στο ανάπτυγµα p, έστω το t (το t δεν µπορεί να είναι 0). 

Μειώνω το t κατά 1 και έχω το ψηφίο t–1. 

• Συνεχίζω την αρίθµηση των ψηφίων του α έως ότου βρω το πρώτο ψηφίο του α 

που δεν είναι 9, έστω κ.(*) Αυξάνω το κ κατά µία µονάδα και έχω το ψηφίο κ + 1. 

• Θεωρώ τον αριθµό p′  που αποτελείται από το πρώτο κοινό µέρος των α και p, 

ακολουθεί το ψηφίο t–1, ακολουθεί το µέρος µε τα (τυχόν) 9-άρια, το (κ+1) και 

τέλος προσθέτω )1( +′n  πεντάρια. ∆ηλαδή ο p′  έχει την µορφή: 

                                                 
(*) ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Για να ισχύσουν τα ανωτέρω, το δεκαδικό ανάπτυγµα των αριθµών δεν 
επιτρέπεται να είναι στην µορφή µε τα άπειρα 9-άρια. Αν κάποιος έχει άπειρα εννιάρια, τον 
µετατρέπουµε στην ίση µορφή του. Π. χ. 3,4569999…=3,45700000. 
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1
321 5...555)1(9...9999)1(...

+′

+−=′
n

n κtααααp . 

Ισχύει ότι βppα <<′< , διότι: 

(i) Το ψηφίο )1( −t  τον καθιστά µικρότερο του p, ότι κι αν ακολουθεί. 

(ii) Το µέρος )1(9...999 +κ  τον καθιστά µεγαλύτερο του α 

(iii)Η προσθήκη των 1+′n  πενταριών δεν επηρεάζει την διάταξη του µεταξύ των 

α και p. 

Τότε όµως θα έχω 1)( +′=′ npf , άτοπο! 

 

3.5. ΑΡΤΙΕΣ-ΠΕΡΙΤΤΕΣ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

1. «Υπάρχουν άπειρες συναρτήσεις που να είναι ταυτοχρόνως άρτιες και 

περιττές».Να εξετασθεί η αλήθεια ή µη του παραπάνω ισχυρισµού 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν Α το πεδίο ορισµού µιας άρτιας και περιττής συνάρτησης, τότε, 

Ax ∈∀ , και Ax ∈−  και )()()( xfxfxf −=−= , Ax ∈∀ . 

Από πρώτο και τρίτο µέλος έχω 

0)(0)(2)()( =⇔=⋅⇔−= xfxfxfxf . 

Επίσης αν 0)( =xf  τότε )()( xfxf −= . 

Άρα η µηδενική συνάρτηση είναι η ζητούµενη. 

Λέγοντας όµως «µηδενική συνάρτηση» κατά σύµβαση εννοούµε το ευρύτερο σύνολο 

στο οποίο αυτή ορίζεται δηλαδή το Ñ. Όµως θεωρώντας οποιοδήποτε σύνολο ⊆A Ñ 

που είναι συµµετρικό ως προς το 0 λαµβάνουµε µια άπειρη οικογένεια µηδενικών 

συναρτήσεων της µορφής 

}0{: →Af    µε   0)( =xf , 

οι οποίες είναι περιορισµοί της µηδενικής δε συµµετρικά ως προς το 0 υποσύνολο του 

Ñ, οι οποίες θεωρούνται φυσικά ως διαφορετικές µεταξύ τους συναρτήσεις. 

 

2. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης f έτσι ώστε να είναι ταυτοχρόνως περιοδική 

και µη περιοδική συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Φυσικά και δεν υπάρχει τέτοιο «παράδειγµα» αφού αν υπήρχε θα 

παρεβίαζε την αρχή της αντίφασης της Αριστοτέλειας Λογικής. 
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Κάθε τι, ή είναι ή δεν είναι. ∆εν µπορεί να είναι και τα δύο µαζί ή κάτι άλλο (Αρχή 

της του τρίτου ή µέσου αποκλίσεως). 

Με µαθηµατική ορολογία ακριβέστερα έχω: 

Για κάθε πρόταση P(A) ένα µόνο από τα δύο ακόλουθα θα συµβαίνει: 

• Ή θα είναι αληθής ή P(A) 

• Ή θα είναι αληθής ή¬  P(A). 

Εάν µπορεί να δηµιουργηθεί κάποια συζήτηση για τέτοια θέµατα θα συµβαίνει ένα 

τουλάχιστον από τα παρακάτω: 

• ∆εν αναφερόµαστε στην κλασική ∆ίτιµη Αριστοτέλεια Λογική 

• Ο όρος «περιοδική συνάρτηση» δεν έχει το ίδιο περιεχόµενο στις δύο 

περιπτώσεις. 

Υπάρχει ο εξής ορισµός στην βιβλιογραφία για τις περιοδικές συναρτήσεις: 

ΟΡΙΣΜΟΣ Α: «Μια συνάρτηση θα λέγεται περιοδική, αν και µόνο αν υπάρχει 

ελάχιστη θετική περίοδός της.» 

Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό η σταθερή συνάρτηση f όπως και η συνάρτηση του 

Dirichlet 








=
ρητόςαν0
άρρητοςαν1

)(
x
x

xg  δεν είναι περιοδικές αφού γι’ αυτές δεν 

υπάρχει ελάχιστη θετική περίοδος. 

Πράγµατι, αν ∈T Ñ για τη σταθερή συνάρτηση f έχω ∈∀x Ñ, ∈± Tx Ñ και 

CxfTxf ==± )()(  όµως δεν υπάρχει ελάχιστη θετική περίοδος, αφού αν υπήρχε 

έστω *T  η ελάχιστη, τότε και η 
2

*T  θα ήταν µια περίοδος για την οποία ισχύει 

*
*

2
TT

<  άτοπο. 

Επίσης κάθε ρητός αριθµός Ρ είναι περίοδος της συνάρτησης του Dirichlet, αφού 

)(
ρητός)τότερητός,ρητός,Αν(0
άρρητος)τότε,ρητός,άρρητοςΑν(1

)( xg
ρxρx
ρxρx

ρxg =








=+
=+

=± . 

Προφανώς, ελάχιστος θετικός ρητός δεν υπάρχει, άρα κι’ αυτή δεν είναι περιοδική 

σύµφωνα µε τον ορισµό Α. 

Αν όµως δώσουµε τον συνήθη ορισµό είναι περιοδική (Συνήθης) 
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ΟΡΙΣΜΟΣ Β: Μια συνάρτηση θα λέγεται περιοδική αν υπάρχει ∈T Ñ*, έτσι ώστε 

)(),( fTxfx DD ∈±∈∀  και )()()( τxfτxfxf +=−= . 

Ας σηµειωθεί ότι µπορεί µε κάποιον άλλο ορισµό να µην απαιτείται )( fTx D∈−  

για συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού π.χ. το ),0( +∞  

3. Είναι γνωστό και µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι αν f / Ñ είναι περιοδική 

και παραγωγίσιµη, τότε 'f / Ñ είναι επίσης περιοδική. Ισχύει το αντίστροφο; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς δεν ισχύει το αντίστροφο. α.χ. Έστω xxxff ηµ)(: +=  

∈∀x Ñ, η οποία δεν είναι περιοδική. Αν δεχθούµε ότι είναι, τότε θα υπάρχει ∈T Ñ*: 

  ∈∀=+ xxfTxf )()( Ñ⇒ 

  ∈∀+=+++ xxTxTx ,ηµ)(ηµ Ñ⇒ 

  ∈∀=+− xTTxx ,)(ηµηµ Ñ⇒ 

  ∈∀=





 +⋅






− xTTxT ,

22
ηµ2 Ñ⇒ )0( ≠T  

  ∈∀
−

=





 + x

T
TTx ,

2
ηµ22

συν Ñ άτοπο, 

διότι η συνάρτηση 





 +

2
συν Tx  δεν είναι σταθερή. 

Επίσης xxf συν1)( +=′  είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο πT 2= , αφού 

∈∀′=+=++=+′ xxfxxππxf ),(συν1)2(συν1)2( Ñ. 

 

3.6 . ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ  

Α. ΣΧΕΣΕΙΣ  ΠΟΥ ∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
α) Λαµβάνουµε ένα υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου δύο συνόλων, το οποίο 

περιέχει µία τουλάχιστον δυάδα ζευγών της µορφής ),(),,( 2010 yxyx  µε 21 yy ≠ . 

β) Λαµβάνουµε δύο συναρτήσεις →],[: βαf Ñ 

και →],[: δγg Ñ µε ∅≠∩ ),[],[ δγβα , 

],[],[)()( δγβαxxgxf ∩∈∀≠  και 

ορίζουµε µία νέα σχέση, ως εξής: 









∈
∈

=
],[αν)(
],[αν)(

)(
δγxxg
βαxxf

xh . 
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Η h δεν είναι συνάρτηση, αφού εξ’ ορισµού, υπάρχει ],[],[0 δγβαx ∩∈  και 

)()( 00 xgxf ≠ . ∆ηλαδή για το ίδιο αρχέτυπο (το 0x ) έχω δύο διαφορετικές 

εικόνες 

 

γ) Με γραφική παράσταση 

(i) Μια γραµµής που δεν µπορεί να παριστάνει συνάρτηση (δεν είναι ανάγκη να 

γνωρίζουµε την αναλυτική έκφρασή της) 

(ii) Μιας γραµµής που δεν παριστάνει συνάρτηση και έχει γνωστή αναλυτική 

έκφραση (εξίσωση κύκλου, εξίσωση έλλειψης κ.ά.) 

(iii) Κατασκευή µε Βένια διαγράµµατα σχέσεων που δεν είναι απεικονίσεις. 

(iv) Κατασκευή οιουδήποτε σηµειοσυνόλου που δεν είναι συνάρτηση (εσωτερικό 

γεωµ. σχηµάτων κ.τ.λ.) 

 

Β. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

α) ΓΝΩΣΤΕΣ ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΜΟΡΦΕΣ 

(i) Πολυωνυµικές: 01
1

1 ...)( αxαxαxαxf n
n

n
n ++++= −

−  µε ∈n Í, 

∈iα Ñ. 

(ii) Ρητές: 
)(
)()(

xQ
xPxf = , όπου )(),( xQxP  πολυώνυµα. 

(iii) Άρρητες: Όλες οι µορφές που περιέχουν την ανεξάρτητη µεταβλητή κάτω 

από ριζικό ή υπάρχει δύναµη ανεξάρτητης µεταβλητής µε εκθέτη ανάγωγο 

κλάσµα. 

(iv) Εκθετικές: Συναρτήσεις που περιέχουν δύναµη µε την ανεξάρτητη 

µεταβλητή στον εκθέτη. 

(v) Λογαριθµικές: Συναρτήσεις που περιέχουν λογάριθµο ανεξάρτητης 

µεταβλητής. 

(vi) Τριγωνοµετρικές: Είναι οι συναρτήσεις που περιέχουν ηµίτονο, συνηµίτονο, 

εφαπτοµένη, συνεφαπτοµένη, τέµνουσα ή συντέµνουσα ανεξάρτητης 

µεταβλητής. 

(vii) Αντίστροφες Τριγωνοµετρικές: Οι αντίστροφες όλων των προηγούµενων 

τριγωνοµετρικών: τoξ ηµx, τοξ συν x, τοξ εφx, τοξ σφx, τοξ στεµx, τοξ τεµx. 
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(viii) Οι υπερβολικές αντίστοιχες των τριγωνοµετρικών: Υπερβολικό ηµίτονο 

(sinhx), υπερβολικό συνηµίτονο (coshx), υπερβολική εφαπτοµένη (tanhx), 

υπερβολική συνεφαπτοµένη (cothx), υπερβολική τέµνουσα (sechx), 

υπερβολική συντέµνουσα (cschx). 

Ακολουθίες: Κάθε ακολουθία είναι συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Í. 

Κλαδικές συναρτήσεις: Συναρτήσεις που αποτελούνται από δύο ή περισσότερους 

κλάδους, κάθε ένας από τους οποίους είναι από µόνος του µια συνάρτηση. 

Συναρτήσεις απόλυτης τιµής: Συναρτήσεις όπου η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι 

εντός απολύτου τιµής. Συνήθως µετατρέπονται σε κλαδικές για να µελετηθούν. 

Συνάρτηση ακεραίου µέρους: Συµβολίζουµε µε [x] και είναι «ο µεγαλύτερος 

ακέραιος που δεν υπερβαίνει το x» ή ισοδυνάµως «ο µεγαλύτερος ακέραιος που είναι 

µικρότερος ή ίσος του x». 

Π.χ.   2]2[ −=− ,    3]6,2[ −=− ,    3]4,2[ −=− ,    1]3,0[ −=− ,    3]3[ = ,    2]6,2[ = ,  

0]3,0[ = . 

Ισχύουν οι ιδιότητες: 

(i) 1][][ +<≤ xxx  

(ii) 10,][ <∂≤∂+= xx  

(iii) ∈





















+∈
+−∈−

= κ
κκxκ
κxκ

x
)1,[αν
)1[αν

][ Í. 

 

Συνάρτηση πρόσηµο: Συµβολίζεται µε το sgn από την λέξη signum (: πρόσηµο) 

















>
=
<−

==
0αν1
0αν0
0αν1

sgn)(
x
x
x

xxf . 
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 Η συνάρτηση "πρόσηµο" 

Συνάρτηση δεκαδικό µέρος: Συµβολίζεται µε }{x  ][}{)( xxxxf −==  ισχύει ότι 

∈∀<≤ xx 1}{0 Ñ και 0}2{ =− , 4,0}6,2{ =− , 7,0}3,0{ =− , 0}2{ = , 6,0}6,2{ = , 

3,0}3,0{ = . 

 

Συνάρτηση του Dirichlet: 









=
άρρητoςαν0
ρητόςαν1

)(
x
x

xf  

Πρόκειται για ένα ιστορικό αντιπαράδειγµα συναρτήσεως µε πεδίο ορισµού το Ñ και 

πουθενά συνεχής. 

Ουσιαστικά είναι το «πασπαρτού» των αντιπαραδειγµάτων. Κατατάσσεται στις 

«παράξενες» συναρτήσεις, αφού η εξέλιξη και η πρόοδος του Απειροστικού 

Λογισµού βασίστηκε στην µελέτη φυσικών φαινοµένων που στην ολότητά τους 

περιγράφονται µε συνεχείς συναρτήσεις ή τουλάχιστον κατά τµήµατα συνεχείς. Αυτό 

ήταν πηγή αυθαιρέτων γενικεύσεων και λαθών της διαίσθησης στα οποία η 

συνάρτηση του Dirichlet τα αντιπαραδείγµατα τις καταρρίπτει. 

Από καθαρά µαθηµατική άποψη είναι κι’ αυτή µια συνάρτηση όπως όλες οι άλλες, 

µόνο που δεν ανταποκρίνεται στο σύνηθες νοητικό υπόδειγµα που έχουν οι άνθρωποι 

(και οι µαθηµατικοί) για το τι είναι συνάρτηση. 

Σταθερή συνάρτηση: Είναι η συνάρτηση µε τύπο ∈= ccxff ,)(: Ñ. 

Οµοπαραλληλική συνάρτηση: Έτσι αποκαλούµε την απλή πολυωνυµική 

βxαxff +=)(:  µε 0≤α , 0≤β . 
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Γραµµική συνάρτηση: Συνήθως έτσι αποκαλείται η 0,)(: ≠⋅= αxαxff . 

Τριωνυµική: 0,)(: 2 ≠++= αγxβxαxff . 

Οµογραφική: 0,0,)(: ≠−≠
+
+

= βγαδγ
δxγ
βxαxff . 

Ας σηµειωθεί ότι όλα τα προηγούµενα ονόµατα των διαφόρων µορφών 

συναρτήσεων, αφορούν µορφές στις οποίες έχουν γίνει όλες οι αλγεβρικές αναγωγές. 

 

β) ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΩΝ 

(i) Με πράξεις µεταξύ των συναρτήσεων gf ± , , 
g
f  όπου αυτές ορίζονται 

(ii) Με την πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων gf  όπου αυτή ορίζεται 

 

Γ. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΦΡΑΓΜΕΝΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

1) Εκµεταλευόµαστε την πρόταση: 

«Αν BAf →11 :  και BAf →22 :  µε ∅≤=∩ AAA 21  είναι φραγµένες στο Α, 

τότε και οι 

(i) 21 ff +  είναι φραγµένη στο Α 

(ii) 21 ff ⋅  είναι φραγµένη στο Α 

(iii) 1fα ⋅ , ∈α Ñ, είναι φραγµένη στο Α». 

2) Οµοίως εκµεταλευόµαστε την πρόταση: 

«Αν η f συνεχής στο ],[ βα , τότε η f φραγµένη στο ],[ βα ». 

 

∆. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΑΡΤΙΩΝ-ΠΕΡΙΤΤΩΝ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΩΝ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

ΑΡΤΙΕΣ : 

α) Παίρνουµε µία τυχαία συνάρτηση f  µε συµµετρικό ως προς το 0 πεδίο ορισµού 

και σχηµατίζουµε την συνάρτηση )()()(: xfxfxgg −+=  που είναι πάντα άρτια. 

β) Το γινόµενο δύο αρτίων συναρτήσεων είναι µια νέα άρτια συνάρτηση. 
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γ) Το άθροισµα ή η διαφορά δύο αρτίων συναρτήσεων είναι άρτια συνάρτηση. 

δ) Αν η f  είναι άρτια, τότε και η || f  είναι άρτια. 

ε) Αν Ag | , όπου Α συµµετρικό ως προς το 0 σύνολο, |f Ñ και g άρτια, τότε η 

gf  είναι άρτια. 

στ) Αν Ag | , όπου Α συµµετρικό ως προς το 0 σύνολο, g  περιττή, |f Ñ άρτια, τότε 

gf  άρτια. 

ζ) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση της οποίας οι εκθέτες όλων των δυνάµεων του x  

είναι άρτιοι, είναι άρτια. 

η) Αν f  περιττή και παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της, τότε η f ′  είναι άρτια. 

 

ΠΕΡΙΤΤΕΣ 
α) Παίρνουµε µία τυχαία συνάρτηση f  µε συµµετρικό ως προς το 0 πεδίο ορισµού 

και σχηµατίζουµε την συνάρτηση 
2

)()()(: xfxfxgg −−
= , που είναι πάντα 

περιττή. 

β) Το άθροισµα ή η διαφορά δύο περιττών συναρτήσεων είναι περιττή συνάρτηση. 

γ) Το γινόµενο άρτιας επί περιττή συνάρτηση, δίνει περιττή συνάρτηση. 

δ) Αν η f  είναι περιττή συνάρτηση και “ 11− ”, τότε  η 1−f  και η οποία είναι επίσης 

περιττή. 

ε) Αν Ag | , περιττή και |f Ñ περιττή, τότε Agf |  είναι περιττή. 

στ) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση µε περιττούς εκθέτες των δυνάµεων του x , είναι 

περιττή συνάρτηση. 

ζ) Αν f  είναι άρτια συνάρτηση και παραγωγίσιµη, στο πεδίο ορισµού της, τότε η f ′  

είναι περιττή. 

 

ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΕΣ 

α) Θεωρούµε µια οποιαδήποτε συνάρτηση ),0[/ 00 αAf =  η οποία έχει το παρακάτω  

γράφηµα: 0f  

Από την 0f , µε επαγωγικό τρόπο, µπορώ να παράγω τις 

συναρτήσεις: 0f
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))1(,[/)()(
))1(,[/)()(

0

0

αnαnAαnxfxf
αnαnAαnxfxf

nn

nn

+−−=+=
+=−=

−−
 

Οι γραφικές παραστάσεις των nn ff −,  προκύπτουν µε παράλληλη µεταφορά κατά 

τον άξονα xx ′  της γραφικής παράστασης 0f  κατά αn ⋅  δεξιά ή αριστερά, 

αντιστοίχως. 

Τελικά η συνάρτηση |f Ñ που έχει κλάδους τις συναρτήσεις 

))1(,[| ακκαAf κκ += , ∈κ Ù είναι περιοδική µε περίοδο α. 

β) Αν η Af | , είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο 0>T , 0>α , και ∈β Ñ, 

τότε η συνάρτηση )()(: βxαfxgg −=  στο πεδίο ορισµού της 







 +

=∈∃∈=
α
βyxAyxA fg ::Ñ  είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο 

α
T . 

γ) Από ειδικές περιπτώσεις γνωστών περιοδικών συναρτήσεων: 

(i) δγxβαxff ++= )(ηµ)(:  έχει πρωτεύουσα περίοδο 
β
πT 2

=  )0,0( ≠> αβ . 

(ii) δγxβαxgg ++= )(συν)(:  έχει πρωτεύουσα περίοδο 
β
πT 2

=  )0,0( ≠> αβ . 

(iii) δγxβαxhh ++⋅= )(εφ)(:  έχει πρωτεύουσα περίοδο 
β
πT =  )0,0( ≠> αβ . 

(iv) δγxβαxφφ ++⋅= )(σφ)(:  έχει πρωτεύουσα περίοδο 
β
πT =  )0,0( ≠> αβ . 

(v) ,][}{:}{ βxαxαx +−=  0>α , ∈β Ñ είναι περιοδική µε πρωτεύουσα 

περίοδο 
α

T 1
= . 

δ) Αν |f Ñ είναι “ 11− ” και gAg |  περιοδική, τότε και η gAgf |  είναι περιοδική. 

ε) Αν . |f Ñ τότε και η |f ′ Ñ περιοδική 
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4.     ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

4.1. ΥΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΜΗ ΥΠΑΡΞΗ ΟΡΙΟΥ 
1. Να παρατεθούν εκφράσεις µε όρια, οι οποίες στερούνται νοήµατος ορίου, 

λόγω µορφής του πεδίου ορισµού των συναρτήσεων. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) lim
+∞→x

 

Η έκφραση ( )xxx
x

−+−
+∞→

12lim α , 0<α  δεν έχει νόηµα ορίου, διότι το τριώνυµο 

12 +− xxα  έχει διακρίνουσα 1 4 0α∆ = − > άρα έχει δύο διακεκριµένες ρίζες 

πραγµατικές , ρ1, ρ2, και η συνάρτηση έχει π.ο. ( ) [ ]1 2ρ ρ=D f , .  Το -∞  δεν είναι 

σ.σ. του ( )fD , άρα δεν έχει νόηµα ορίου η έκφραση ( )xxxα
x

−+−
+∞→

12lim , 0<α . 

β) Αν [ ) Ñ→+∞,f α: µε ( ) axxf −= ,  

τότε: η έκφραση lim ( )
x

f x
→∞

 δεν έχει νόηµα, διότι το -∞ δεν είναι σ.σ. του ( )fD . 

γ) Αν ( ) 231 2 +−+−= xxxxf , τότε για να ορίζεται η συνάρτηση , πρέπει 

( )01 ≥−x  και { } [ ) ( )f,xxx D=+∞∪∈⇔≥+− 210232 . 

Η έκφραση ( )xf
x
lim

1→
 στερείται νοήµατος, διότι το 1 είναι µεµονωµένο σηµείο του 

πεδίου ορισµού της. 

δ)  Αν ( ) .
xx
xxf

64
65xlog 2

2

++
+−

=  Η έκφραση ( )xf
x
lim

1→
 επίσης στερείται νοήµατος, διότι 

( ) ( ) ( )+∞∪∞−= ,, 32fD και το 1 δεν ανήκει στο πεδίο του ορισµού της. 

2. Ένας φοιτητής που προγυµνάζει έναν υποψήφιο , του  δίνει την εξής ρητή 

οδηγία: «Πριν ασχοληθούµε µε τον υπολογισµό ενός ορίου του τύπου  

x a→ ∈ ,  η πρώτη µας δουλειά είναι να δοκιµάσουµε αν υπολογίζεται η τιµή 

της συνάρτησης για χ=α . Τότε υπάρχει σίγουρα το όριο!»  

Κατά πόσον είναι εύστοχη η υπόδειξή του; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Είναι λανθασµένη. Η πρώτη µας δουλειά είναι να βρούµε το πεδίο ορισµού της 

συνάρτησης και το κατά πόσον  το α είναι ή όχι σ.σ. του πεδίου ορισµού της f . 
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Στην περίπτωση  γ) του προηγούµενου ζητήµατος, για χ=1 έχω f(x)=0. Παρ΄ όλα 

αυτά, o  όριο  της f στο 1 , δεν έχει νόηµα. 

3. Να παρατεθούν παραδείγµατα ορίων, για οποία να έχει νόηµα η κατ’ αρχήν 

αναζήτησή τους, αλλά τα οποία τελικώς να µην υπάρχουν. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α)   Για την ( )f
 ≠ 
 
  

1ηµ , x 0x = x
0,  x =0

θα δείξουµε ότι δεν υπάρχει τελικά ( )xf
x
lim

0→
. 

Παρατηρούµε ότι ( ) ÑfD ∈ και το 0 είναι σ.σ. του ( )fD , άρα έχει νόηµα κατ’ 

αρχήν η αναζήτηση του ορίου. 

Θεωρώ τις ακολουθίες 1
nx

nπ
=  και 

( )
' 2

1 4nx
n π

=
+

. 

Ισχύει ότι 0→nx και 0→'
nx . 

Όµως, ( ) ( )lim lim lim 0nn n n
n

1f x ηµ ηµ n
x

π
→∞ →∞ →∞

= = =  και 

( )'lim lim lim 2 1
2n 'n n n

n

1f x ηµ ηµ n
x

ππ
→∞ →∞ →∞

 = = + = 
 

 

∆ηλαδή, ( ) ( )'
nn xfxf limlim ≠  και εποµένως το ( )xf

x
lim

0→
 δεν υπάρχει.  Επίσης, η 

συνάρτηση 
x
1ηµ ως φραγµένη, δεν µπορεί να έχει όρια τα +∞ ή -∞. 

β)  Για τη συνάρτηση ( )








>
<−

=
1    1
1   1

xαν,
xαν,

xf δεν υπάρχει το όριο της στο x=1. 

Αν υποθέσουµε ότι υπάρχει το ( ) llim
1

=
→

xf
x

, τότε 0>∀ε , υπάρχει 

( ) ( )δ,δxεδδ +−∈>= 11  : 0 , 1≠x , τότε ( ) εxf <− l .     (1) 

Αν  1>x ,  τότε η (1)  δίνει 1 l ε− <  .      (2)  

Αν  1<x ,  τότε η (1)  δίνει | 1 |l ε− − < .       (3)  

Με πρόσθεση κατά µέλη των (2) και (3) έχω: 

⇒<−−++=++−≤/++/−= ε21111l1l12 llll  

1
22

>
⇒/</

ε
ε  
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Η τελευταία σχέση, θα έπρεπε να ισχύει  0>∀ε , όµως αυτό δεν συµβαίνει π.χ. 

για 
2
1

=ε . 

Εποµένως, η ( )xf  δεν έχει πεπερασµένο όριο στο 1. 

Επιπλέον είναι και φραγµένη προφανώς, αφού ( ) 11 ≤≤− xf . 

Άρα, δεν υπάρχει το ( )xf
x
lim

1→
. 

γ)  Το 
x
1ηµ1

lim
0 xx→

 δεν είναι πραγµατικός αριθµός. 

Πράγµατι η συνάρτηση ( )
x
1ηµ1

x
xf =  θεωρείται ότι δεν έχει όριο στο 0, 

(σύµφωνα µε την άρνηση του ορισµού σύγκλισης στο 0 ) όταν « 0 >∃ ε : σε κάθε 

διάστηµα του µηδενός να υπάρχουν x1, x2 που να ανήκουν σε περιοχή του 

µηδενός , και ( ) ( ) εxfxf ≥− 21 . 

Αν θεωρήσω ως διάστηµα του µηδενός της µορφής ( ) ( ) D=∪ β,,α 00 και 

2
2

1 
2
1

21 πnπ
x,

nπ
x

+
== , µε n κατάλληλα µεγάλο  ώστε D∈21 x,x , οσοδήποτε 

µικρές και να είναι οι απόλυτες τιµές των α, β , τότε: 

( ) ( ) =


















+

⋅

+

−


















⋅=−

22

21

2
1
1ηµ

2
1
1

2
1
1ηµ

2
1
1

ππ nπnππnnπ

xfxf  

( ) =⋅





 +−=






 +⋅






 +−⋅=

2
ηµ

2
20

2
2ηµ

2
22ηµ2 ππnπππnππnπnnπ  

2
5

2
114

2
14

2
2 πnππnπ =

+⋅
≥

+
⋅=+= . 

Οπότε αρκεί να θεωρήσω ως ε το 
2

5π και άρα το όριο της ( )xf  στο 0 δεν υπάρχει. 

δ)  Το 
xx

1εφlim
0+→

δεν υπάρχει. 

Πράγµατι, αν θεωρήσω τις ακολουθίες 1 0
2nx

nπ
= → και '

4

1 0
2nx

n ππ
= →

+
, τότε 
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( ) 002εφ

2
1
1εφ →=== nπ

nπ

xf n

( ) 11
44

2εφ
2

1εφ
4

→==





 +=

+
=

πεφπnπ
nπ

xf
π

;
n . 

∆ηλαδή, ( ) ( )'
nn xfxf lim10lim =≠= , εποµένως η έκφραση 

xx

1εφlim
0+→

 στερείται 

νοήµατος πραγµατικού αριθµού ή να είναι +∞ ή να είναι -∞. 

ε)  Η συνάρτηση ( ) συνx=xf , δεν έχει όριο στο +∞. 

Πράγµατι, αν ( ) +∞→+=+∞→= πnx,πnx '
nn 12 2 . 

Τότε, ( ) 112συν →== nπxf n  

         ( ) ( ) 1112συν' −→−=+= πnxf
n

. 

Άρα δεν υπάρχει το x
x

συνlim
0+→

. 

Οµοίως και όταν −∞→x . 

 

4. Να δοθεί ένα παράδειγµα συνάρτησης ÑÑ → :f  για την οποία υπάρχει µόνο 

µία οριακή τιµή σε ένα σηµείο του πεδίου του ορισµού της. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω: ÑÑ → :f  µε  

( )








=
άρρητος  αν1
ρητός  αν

x,-x
x,x

xf  

Τότε η  f έχει όριο στο 
2
1

0 =x , και µάλιστα ( )
1
2

1lim
2x

f x
→

= και δεν έχει όριο σε κανένα 

άλλο σηµείο του R  

Πράγµατι, µε το ακολουθιακό ορισµό της συγκλίσεως θα έχω: 

Έστω, Ñ∈nx  και 1
2nx → , µε Í∈∀≠ nxn 2

1 . 

Τότε ( )

1 ,
21 1

2 211 ,
2

n n

n n n

n n

x αν x  ρητοί όροι
f x x x

- x αν x  ρητοί

 
−  − = = − ∀ ∈ 

 −
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Θέτοντας εxn <−
2
1 και επιλέγοντας εδε =>∀ 0  ικανοποιείται ο ορισµός της 

σύγκλισης στο 
2
1 και όριο είναι το 

2
1 . 

Για κάθε άλλο σηµείο 
2
1

0 ≠x  µε Ñ∈0x  µπορώ πάντα να βρίσκω ακολουθία ρητών, 

έστω xn, που να συγκλίνει στο x0.  

∆ηλαδή, 0xxn → , τότε και ( ) 0xxxf nn →= .     (1)  

Επίσης, µπορώ να βρίσκω ακολουθία αρρήτων, έστω '
nx που να συγκλίνει στο x0. 

∆ηλαδή, 0xxn → , τότε και ( ) 011 xxxf ''
nn

−→−=      (2) 

και από (1), (2) έχω 
2
11 000 ≠⇔−≠ xxx . 

∆ηλαδή, δεν υπάρχει το ( )xf
xx

lim
0→

, όταν  
2
1

0 ≠x . 

 

5. Υπάρχει  συνάρτηση ÑÑ → :f  η  οποία δεν έχει  οριακή τιµή σε κανένα 

σηµείο του ( )fD ;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την  ÑÑ → :f  :  ( )








=
άρρητος  αν0
ρητός  αν1

x,
x,

xf  

Ισχυριζόµαστε ότι δεν υπάρχει το ( ) Ñ∈
→

ξ,xf
ξx

 lim . 

Πράγµατι, αν Ñ∈ξ  τότε πάντα υπάρχει ακολουθία ρητών ( ) ,nx  και  ακολουθία  

αρρήτων ( nx ′  ) που συγκλίνουν στον ξ. ∆ηλαδή, 

ÍÍ ∈∀≠→∈∀≠→ nξx,ξx,nξx,ξx '
n

'
nnn . 

Τότε, ( ) 11 →=nxf . 

Τότε, ( ) 00 →='
n

xf . 

Άρα, ( ) Ñ∈∃/
→

ξ,xf
ξx

 lim . 
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6. Ένας φοιτητής της Πληροφορικής εκθέτει σε φίλο του φοιτητή των Μαθηµατικών 

ένα πρόγραµµα υπολογισµού ορίων συναρτήσεων της µορφής ( )xf
xx

lim
0→

.  Σύµφωνα µε 

αυτό (χονδρικά) έχουµε:  

(i) Αν το x0 δεν είναι σηµείο συσσωρεύσεως του ( )fD , τυπώνει «∆εν έχει νόηµα 

το όριο». 

(ii) Αν το x0 είναι σ.σ. του ( )fD  και  ( )fD∈0x , το πρόγραµµα υπολογίζει το 

( )0xf και το τυπώνει ως όριο. 

(iii) Αν το x0 είναι σ.σ. του ( )fD , ( )fD∉0x  και Ñ∈0x , το πρόγραµµα υπολογίζει 

το ( )αxf −0 και  ( )αxf +0 , όπου 20010−=α  και µε την προϋπόθεση ότι έχουν 

και οι δύο τιµές νόηµα.  Αν είναι και οι δύο ίσες (µε κάποια προσέγγιση) και αν 

είναι µεταξύ κάποιων προκαθορισµένων φραγµάτων φ και –φ (φ>0) τυπώνει 

το 




 +

−
αxf 0 ως το (κατά προσέγγιση) όριο.  Αν όµως είναι οι τιµές 

µεγαλύτερες από κάποιο φράγµα θ (θ>0) ή µικρότερες από κάποιο –θ (θ>0), 

τυπώνει την ένδειξη «+∞» ή «-∞» αντιστοίχως, ενώ όταν οι τιµές ( )αxf +0 , 

( )αxf −0 διαφέρουν πάνω από ένα προκαθορισµένο φράγµα σ, τυπώνει 

ανάλογες ενδείξεις αν στο 
0

x+  είναι πεπερασµένο ή άπειρο και στο +
0x  

πεπερασµένο ή άπειρο.  (∆εν µας ενδιαφέρουν λεπτοµέρειες σε αυτό το 

κοµµάτι του προγράµµατος). 

(iv) Αν το x0 είναι σ.σ. του ( )fD , ( )fD∉0x  και Ñ∉0x , (δηλαδή το x0 είναι +∞ ή  

-∞) τότε όταν +∞→x , το πρόγραµµα υπολογίζει την ( )20010f και  ( )αxf +0 , 

και αν τη βρει «πολύ µεγάλη» (δηλαδή µεγαλύτερη από ένα εκ των προτέρων 

φράγµα) τυπώνει «+∞».  Οµοίως για το -∞ υπολογίζει την ( )20010−f  και 

αποφαίνεται αναλόγως. 

Ο φίλος του φοιτητή των Μαθηµατικών, του είπε ότι το πρόγραµµά του είναι µάλλον 
για τον σκουπιδοτενεκέ, ότι χρειάζεται διόρθωση γενναία, παραθέτοντάς του  
αντιπαραδείγµατα.  Προσέθεσε µάλιστα, ότι όταν ∞+

−
0x ή ( ) ∞→ +

−
xf ποτέ δεν 

µπορούµε να είµαστε βέβαιοι. 
Μπορείτε εσείς να παραθέσετε αντιπαραδείγµατα και να υποδείξετε τις «τρύπες» και 
τα αδύνατα σηµεία του προγράµµατος; 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Τα (i) και (ii) είναι άψογα, αλλά τα προβλήµατα αρχίζουν µετά. 
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Για το (iii).  Αν ( ) { }01ηµ −= Ñ/
x

xf και θέλω να υπολογίσω το 
x
1ηµlim

0→x
, τότε αυτό 

δεν υπάρχει (            ).  Οι τιµές ( )200100 −−f  και ( )200100 −+f  θα βρεθούν ίσες και 
µάλιστα ανάµεσα στο –1 και 1. 
Έτσι το πρόγραµµα αποτυγχάνει παταγωδώς.  Για µια κάποια διόρθωση, µπορεί να 
προταθεί να υπολογίζονται πολύ περισσότερες τιµές, µάλιστα µη συµµετρικές ως προ 
το x0, δηλαδή ( ) ( ) ( ) ( )191

0
41

0
31

0
21

0 10101010 −−−− −−−− xf,...,xf,xf,xf  και 
( ) ( ) ( ) ( )200

0
40

0
30

0
20

0 10101010 ++++ xf,...,xf,xf,xf  και µόνο αν είναι όλες 
«κοντά» σε κάποιον πραγµατικό να αποφαίνεται το πρόγραµµα ότι συγκλίνει σε 
αυτόν, αλλιώς να εκτυπώνει  ότι «δεν υπάρχει το όριο».  Για τις περιπτώσεις  

−+ →→ 00 xx,xx  µπορούν να γίνουν ανάλογες προσαρµογές. 
Για την περίπτωση (iv) παρατίθεται το εξής αντιπαράδειγµα: 

( ) Ñ/xxf ηµ= , το 
x
1ηµlim

+∞→x
 δεν υπάρχει, αλλά το ( ) ( ) ( ),f,...,f,f 2003020 101010  

και µόνον όταν «πλησιάζουν» σε κάποια τιµή «πολύ κοντά» να τυπώνει το 
πρόγραµµα ότι υπάρχει το όριο, αλλιώς να τυπώνει «δεν υπάρχει» (ούτε τώρα είναι 
απολύτως ασφαλές το συµπέρασµα). 

Επίσης, αν ( ) 2 1ηµg x x
x

= , το 
x
1ηµ2lim x

x +∞→
 δεν υπάρχει. 

Το ( )20010g  µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή µεταξύ –10400 και +10400. 
Εποµένως, και εδώ πρέπει να υιοθετηθεί από το πρόγραµµα ο υπολογισµός 
περισσότερων τιµών, δηλαδή να πάρουµε µια (πεπερασµένη αναγκαστικά) ακολουθία 
που να «τείνει» στο +∞ π.χ.1010, 1020, 1030,…10200 και να εξετάσουµε τις αντίστοιχες 
τιµές ( ) ( ) ( )2002010 101010 f...,,f,f  και να αποφανθούµε αναλόγως. 
Γενικώς, ο Η/Υ λειτουργεί µε πεπερασµένες πράξεις και µε όριο υπολογισµού, όσον 
αφορά το πλήθος ψηφίων.  Άρα µε µια τέτοια λογική, πάντα θα υπάρχουν 
αντιπαραδείγµατα που θα ξεφεύγουν από το πρόγραµµα, α.χ. αν πάρω την 

( ) xxh ηµ10 400 ⋅= − και προσπαθήσω να υπολογίσω το x
x

ηµ10 400lim −

+∞→
, τότε το ( )20010h  

θα είναι µια τιµή µεταξύ –10400, +10-400 και µπορεί να θεωρηθεί ως 0, ενώ ούτε αυτή 
συγκλίνει.   Αν αντί για µια τιµή υπολογίσει ο Η/Υ πολλές, πάλι θα καταλήγει σε 
νούµερα κοντά στο 0 και εύκολα µπορεί να αποφανθεί ψευδώς για τη σύγκλιση, αφού 
πάντα θα έχει όριο, όπου όταν οι διαφορές µεταξύ των τιµών της συνάρτησης της 
πεπερασµένης ακολουθίας θα γίνονται αρκούντως µικρές (όριο Η/Υ) να 
«αποφαίνεται» (ψευδώς φυσικά). 
Το καλύτερο για ένα τέτοιο πρόγραµµα είναι να αναγνωρίζει τις συναρτήσεις, να 
έχει µια βάση δεδοµένων ισχυρή (µε έτοιµα όρια, γνωστών συναρτήσεων) να 
µπορεί να εφαρµόζει τον κανόνα του D’ Hospital και ουσιαστικά να «µιµείται» τον 
υπολογισµό που κάνει ένας άνθρωπος πράγµα που είναι κατορθωτό ήδη από 
εξελιγµένα επί τούτω προγράµµατα (Mathematica 4). 
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7. Να εξετασθεί αν ο παρακάτω ορισµός της σύγκλισης είναι ισοδύναµος µε 

έναν αντίστοιχο κλασσικό ορισµό της σύγκλισης:  « ( ) =
→

xf
xx

lim
0

» εάν και µόνο 

εάν «Υπάρχει υπεραριθµήσιµο πλήθος ακολουθιών 

n 0 0( )  : ,n n nx x x x x n∈ → ≠ ∀ ∈  , για τις οποίες ισχύει ( )nf x → » 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι λανθασµένος και θα αποδείξουµε την αναλήθεια µε 

αντιπαράδειγµα. 

Θεωρώ ( ) { }01ηµ : −= Ñ/
x

xff . 

Αναζητώ το όριο 
x
1ηµlim

0→x
. 

Υπάρχει υπεραριθµήσιµο πλήθος ακολουθιών της µορφής ( )10,α,
πn
αx α,n ∈
⋅

= . 

Επειδή το πλήθος των στοιχείων του (0,1) είναι υπεραριθµήσιµο και οι ακολουθίες 

xn,α είναι υπεραριθµήσιµες. 

Για όλες ισχύει 0→α,nx και Í∈∀≠ nx α,n 0 . 

Επίσης, ( ) 00ηµ1ηµ →=== πn

πn
α

xf α,n . 

Όµως ∃/ το 
x
1ηµlim

0→x
, αφού υπάρχει ακολουθία (

( )
2) : 0

1 4n ny y
n π

= →
+

, 

Í∈∀≠ nyn 0  και ( ) 11
2

2ηµ →=





 +=

ππnyf n .  ∆ηλαδή, ( ) 0→/nxf  για κάθε 

ακολουθία, όπως απαιτεί ο κλασσικός ορισµός. 

 

8. Να δοθεί κατάλληλο παράδειγµα, από το οποίο να φαίνεται, ότι ο 

ακολουθιακός ορισµός του ορίου κατά Heine σε σχέση µε τον «ε, δ» ορισµό 

κατά Cauchy έχει  ισχυρό και ουσιώδες πλεονέκτηµα και άρα θα πρέπει να 

συνυπάρχει κι αυτός παράλληλα και συµπληρωµατικά στα εγχειρίδια ή 

συγγράµµατα.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Η ουσιώδης διαφορά των δύο ορισµών είναι η εξής: 
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• Ο «ε, δ» ορισµός απαιτεί την εκ των προτέρων γνώση του ( )xf
xx

lim
0→

, αλλιώς 

δεν µπορεί να εφαρµοστεί. 

• Ο ακολουθιακός ορισµός δεν απαιτεί την εκ των προτέρων γνώση του 

( )xf
xx

lim
0→

. 

Συνεπώς, σε θέµατα που δεν γνωρίζουµε το όριο της συνάρτησης ή δεν µπορούµε να 
το υπολογίσουµε µε απλή αντικατάσταση (για τις συνεχείς συναρτήσεις σε σ.σ. του 
Π.Ο. τους) ο ακολουθιακός ορισµός παρουσιάζει πλεονέκτηµα. 
Το παράδειγµα: 

«Να υπολογισθεί ο όριο 





→ x
x

x

1
lim

0
 αν υπάρχει».  

Σε µια τέτοια διατύπωση: 

• ∆εν µας δίδουν την οριακή τιµή. 

• ∆εν µπορούµε να την υπολογίσουµε µε αντικατάσταση αφού { }( ) \ 0D f =  

και η συνάρτηση για x=0 δεν έχει νόηµα. 

• Το να θέσουµε µια τιµή κοντά στο µηδέν και να υπολογίσουµε την τιµή της 

συνάρτησης είναι παρακινδυνευµένο και εν πάση περιπτώσει µόνο ως εικασία 

έχει χρησιµότητα. 

Έτσι, θεωρούµε xn ακολουθία, µε 0→nx και Í∈∀≠ nxn 0 .  Ως τέτοια 

επιλέγουµε την 
n

xn
1

= . 

Τότε ( ) [ ] 11111
→==⋅=



















⋅=
n
nn

n
n
nn

xf n . 

Τι συµπέρασµα βγαίνει τώρα; 

«Αν υπάρχει το όριο, τότε αυτό θα είναι 1». 

Με αυτό το δεδοµένο, µπορούµε τώρα να εξετάσουµε αν εφαρµόζεται ο «ε, δ» 

κατά Cauchy ορισµός, δηλαδή .ε
x

xδxδ,ε <−



⋅⇒<<>∃>∀ 110 : 00  

Από τον ορισµό της συνάρτησης του ακεραίου µέρους έχω: 

xxx

xxx
1111

1111

≤



<−

⇒+



<≤





     (1) 
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οπότε: Αν x>0, τότε µε πολλαπλασιασµό της (1) µε το x έχω: 

   

x
x

x

x
x

xx

x
xx

x
xx

≤−



⋅

⇒≤



 −<−

⇒≤−



⋅<−

⇒≤



⋅<−

11

11

011

111

     (2) 

Αν x<0, τότε µε πολλαπλασιασµό της (1) µε το x έχω: 

 

xx
x

x

x
x

xx

x
xx

x
xx

=−<−



⋅

⇒≥



 −>−

⇒≥−



⋅>−

⇒≥



⋅>−

11

11

011

111

     (3) 

Από (2) και (3) έχω: 

Ñ∈∀<−



 xx

x
x 11 . 

Συνεπώς, αρκεί 0∈∀ε να επιλέγω δ=ε, οπότε θα εκπληρούται ο ορισµός της 

σύγκλισης, δηλαδή  
0

1lim 1
x

x
x→

  =  
. 

Να σηµειωθεί, ότι υπολογισµός µπορεί να γίνει και µε την µέθοδο των 

ισοσυγκλινουσών συναρτήσεων.  Αν πολλαπλασιάσω και τα τρία µέλη της (1) µε 

x>0, θα έχω 111 ≤



≤−

x
xx και παίρνοντας το όριο έχουµε 

11111 limlim
00

=



⇒≤



≤

++ →→ x
x

x
x

xx
. 

Οµοίως 11
lim

0
≤





−→ x
x

x
, οπότε υπάρχει το όριο στο 0 και είναι 1. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την παρακάτω εξίσωση ως προς α, β, γ, δ, ε. 

( )[ ] ( )001 23448lim ≠⇔=++++−++
+∞→

xεxδxγxβxαxx
x

 

⇔=













 ++++−++

+∞→
0111 432

4
84

4lim x
ε

x
δ

x
γ

x
βαx

xx
x

x
 

⇒=







−−−−−++⋅

+∞→
0111 43284

4lim x
ε

x
δ

x
γ

x
βα

xx
x

x
 

⇒=







−−−−−++⋅

+∞→+∞→
0111 43284

4 limlim x
ε

x
δ

x
γ

x
βα

xx
x

xx
 

( ) 0000001 ⇒=−−−−−⋅∞ α  

( ) 01 =−⋅∞ α           (1) 

Από την (1) έχω ότι αν 01 ≠− α , το όριο δεν είναι ποτέ ίσο µε 0, άρα πρέπει 1=α . 

Θέτοντας 1=α , έχω πλέον: 

( )[ ]
( )

( )

( )

( )

εxδxγxβ

εxδxγxβ

εxδxγxβ

εxδxγxβ

xx
x

x
x

εxδxγxβ
xxx

xxx

εxδxγxβxxx

xxx

x

x

x

x

x

−=++

⇒=+++

⇒=+++−
+

⇒=





















+++−









+++/







 +/

⇒=







+++−

+++
/−++/

⇒=+++−−++

+∞→+∞→+∞→

+∞→

+∞→

/

/

+∞→

//

+∞→

+∞→

2
1

2
1

0
11

1

0
1111

11

0
1

1

01

limlimlim

lim

lim

lim

lim

lim

23

23

23

23

84
4

4
4

23

448

848

23448

    (2) 

Για  να ισχύει η  (2) πρέπει  β=γ=δ=0, οπότε και 
2
1

=ε . 

9. Κατασκευή εξίσωσης  η οποία  περιέχει όριο συνάρτησης  σε χ0 που τείνει  

στο  +∞ , µε 5 αγνώστους και µε µία λύση. 
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Άρα, έχω την µοναδική λύση ( ) 





=

2
10001 ,,,,ε,δ,γ,β,α . 

Να σηµειωθεί, ότι µπορεί να υπάρξει µία γενίκευση, όπου ο «βαθµός» του ριζικού θα 

είναι ίσος µε το βαθµό του άγνωστου πολυωνύµου για οσουσδήποτε αγνώστους, όµως 

οι ενδιάµεσες τιµές θα είναι όλες µηδέν. 

 

10. Ισχύει γενικά το θεώρηµα του ορίου σύνθεσης συναρτήσεων που έχει την 

ακόλουθη διατύπωση: 

«Αν  ( )  lim nxf
ξx

=
→

και ( ) =
→

xg
nx

lim , τότε: 

ή ( )lim ( )  
x

g f x l
→∞

=  

ή ( ) ( )( )  lim
x

g f x g n
ξ→

=  

ή ( )( )  lim
x

g f x
ξ→

δεν έχει νόηµα». 

Να δοθούν αντιπαραδείγµατα για κάθε µία περίπτωση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

(i) ( ) ( ) 0 και
0 αν  0
0 αν  1

=








=
≠

== ξ,
x,
x,

xg,xxf .  

Τότε 
( )
( ) ( )( ) ( )==







=

=

→
→

→  :  1και 1

0
limlim

lim

0
0

0
x

x
x

x fgxg

xf
. 

(ii) ( ) [ ] ( )
2
1 και

0 αν  0
0 αν  1

=








=
≠

== ξ,
x,
x,

xg,xxf  

Τότε 

( )

( )
( ) ( )( )

lim 0
1
2 και ( ) 0  : 0 0lim

1lim 1
20

f x
x

g f x g
g x x

x

= 


→  = = =
= →
→ 

. 

(iιi) ( ) ( ) 0 και
0 αν  0
0 αν  1

 αν 0
 αν 

=








=
≠

=








∉
∈

= ξ,
x,
x,

xg,
x,
x,x

xf
Ð

Ð
 

Τότε 

( )

( )
( )

lim 0
0 και ( )lim

lim 1 0
0

f x
x g f x

g x x
x

∃ = 
→


=  →
→ 

 δεν υπάρχει, αφού 
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( )
1,  αν 

( )
0,  αν 

x
g f x

x
∈ 

=  ∉ 
, η οποία ως γνωστόν δεν έχει πουθενά όριο. 

 

11. Να αποδειχθεί ότι όλες οι παρακάτω προτάσεις είναι ψευδείς! 

(i) Αν ( ) =
→

xf
xx

lim
0

τότε ( ) =xf . 

(ii) Αν η  f  δεν ορίζεται για 0xx = , τότε το ( )xf
xx

lim
0→

 δεν υπάρχει. 

(iii) Αν ( ) +∞=
→

xf
xx

lim
0

και ( ) +∞=
→

xg
xx

lim
0

,  τότε ( ) ( )[ ] 0lim
0

=−
→

xgxf
xx

. 

(iv) Αν ( ) =
→

xf
xx

lim
0

, τότε και ( ) =
→

xf
xx

lim
0

. 

(v) Αν ( ) 1lim
0

=
→

xf
xx

και ( ) 2lim
0

=
→

xg
xx

 και ( ) ( ) xxgxf ∀<  που ανήκει στο 

κοινό πεδίο ορισµού τους, τότε 21 < . 

(vi) Αν τα ( )xf
xx

lim
0→

, ( )xg
xx

lim
0→

 δεν υπάρχουν, τότε δεν υπάρχει ούτε το 

( ) ( )[ ]xgxf
xx

+
→

lim
0

, ούτε και το ( ) ( )[ ]xgxf
xx

⋅
→

lim
0

. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: (i)  ∆εν είναι αληθής. 

α.χ. ( )








=
≠

=
0 αν0
0 αν1

x,
x,

xf  

( ) ( ) 1limlim
00

==
−+ →→

xfxf
xx

 δηλαδή ( ) 1lim
0

=
→

xf
x

 και ( ) ( )xff
x
lim

0
00

→
≠= . 

(ii)  ∆εν είναι αληθής. 

α.χ. ( ) { }01 : 2 −= Ñ/
x

xf  

Στο 0 η  f  δεν ορίζεται, όµως ( ) +∞=
→

xf
x
lim

0
 

(iii)  ∆εν είναι αληθής. 

α.χ. ( ) ( ) 012
022 === x,

x
xg,

x
xf  

Τότε: ( ) +∞=
→

xf
x
lim

0
, ( ) +∞=

→
xg

x
lim

0
 και ( ) ( )[ ] =



 −=−

→→
22

00

12
limlim xx

xgxf
xx

 

01
2

0
lim ≠+∞==

→ xx
. 

(iv) ∆εν είναι αληθής. 
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α.χ. ( ) ( ) Ñ∈∀=







−

= xxf
x,

x,
xf 1

άρρητος  αν1
ρητός  αν1

. 

( ) ( )Ñ∈∀=
→

01lim
0

xxf
xx

 ενώ το ( )xf
xx

lim
0→

 δεν υπάρχει Ñ∈∀ 0x  (βλέπε και) 

(v)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+∞∈∀<+∞=+∞= ,xxgxf,,xxg,,,xxf 000 22 , αλλά  

( ) ( )xgxf
xx
limlim

00
0

→→
== . 

(vi) α) ( ) ( )







−

=






−

=
ρητός  αν1
άρρητος  αν1

ρητός  αν1
άρρητος  αν1

x,
x,

xg,
x,

x,
xf  

Οι δύο αυτές συναρτήσεις δεν έχουν οριακή τιµή σε κανένα σηµείο του πεδίου 

ορισµού της.  Το αποδεικνύω για την f  και οµοίως για την g. 

Έστω Ñ∈0x .  Τότε υπάρχει ακολουθία ρητών xn µε 0xxn →  και Í∈∀≠ nxxn 0 . 

Επίσης, υπάρχει ακολουθία αρρήτων '
nx , µε 0xx'

n → και Í∈∀≠ nxx'
n 0 . 

Τότε, ( ) 11 →=nxf  και ( ) 11 −→−='
n

xf . 

Εποµένως, ( )xf
xx

lim
0→

∃/  µε Ñ∈0x . 

Όµως, ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 0, αν  άρρητος
0

1 1 0, αν  ρητός
x

f x g x x
x

− + + =  + = = ∀ ∈ + − =  
. 

Εποµένως, ( ) ( )
0

0lim
x x

f x g x
→

∃ + =    Ñ∈0x . 

β) Για το γινόµενο, επιλέγω τις ίδιες συναρτήσεις f και  g για τις οποίες ισχύει: 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) Ñ∈∀−=









−=−⋅
−=⋅−

=⋅= x
x,

x,
xgxfxfg 1

ρητός  αν111
άρρητος  αν111

  

και εποµένως ( ) ( )
0

1lim
x x

f x g x
→

∃ ⋅ = −    Ñ∈0x . 

 

12. Να δοθούν κατάλληλα αντιπαραδείγµατα, από τα οποία να προκύπτει, ότι 

όταν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων 

( ) , , ,ff fg f g
g

λ λ και⋅ ∈ στο Ñ∈0x  δεν είναι απαραίτητο να 

υπάρχουν τα όρια των f, g στο x0. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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Αν ( ) ( )






−

=







−

=
άρρητος  αν1
ρητός  αν1

και 
άρρητος  αν1
ρητός  αν1

x,
x,

xg,
x,

x,
xf  

τότε: 

( ) ( )0 ( ) 0 0 0f x f x x⋅ = ⋅ = → ∀ ∈ , ενώ δεν υπάρχει το όριο της  f(x) , Ñ∈∀x  

• ( ) ( )
( ) ,

x,

x,

xg
xfx

g
f

















−=
−

−=
−==

άρρητος  αν1
1
1

ρητός  αν1
1

1

 

• δηλαδή ( ) Ñ∈∀−= xx
g
f 1 και άρα υπάρχει το όριο της ( ) Ñ∈∀xx

g
f , ενώ οι   

• f, g δεν έχουν όριο Ñ∈∀x . 

• Για την σύνθεση συναρτήσεων , έχω ( ) ( ) ( )
( )0

1 1, αν  ρητός
,

1 1, αν  άρρητος
f x

f g x
f x

− =  =  =  
 

δηλαδή ( )( ) 1f g x x= ∀ ∈ και άρα υπάρχει το όριο της f g Ñ∈∀x , ενώ οι  f, 

g  δεν έχουν όριο πουθενά στο Ñ . 

• Για το γινόµενο συναρτήσεων έχω: 
( 1) 1,

( ) ( ( ))
(1) 1 ,

f x
fg x f g x

f x
ρητος
αρρητος

− = 
= =  = 

 

∆ηλ. ( ) 1fg x x= ∀ ∈  και άρα υπάρχει το όριο παντού στο R ενώ οι  f, g  δεν έχουν 

όριο πουθενά στο Ñ . 

 

 

 

4.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΟΡΙΩΝ 

 

Α. ΟΡΙΟ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΣΤΟ Ñ∈0x :  

α) Μπορεί να ζητηθεί το όριο µιας οποιαδήποτε συνεχούς συνάρτησης, σε 

οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου ορισµού της, το οποίο ισούται-όχι πάντα- µε την 

τιµή της συνάρτησης στο ίδιο σηµείο (βλέπε και Β.4.1.1.γ) 

β) Μπορεί να ζητηθεί το όριο και ασυνεχούς συνάρτησης στο x0, αρκεί να είναι 

εξουδετερώσιµη( ή άρσιµη ή αιρόµενη)  ασυνέχεια. 
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Β. ΟΡΙΟ ΑΠΕΙΡΟ ΣΤΟ Ñ∈0x : 

α) Αν ( ) ( )
( ) ( ) 02

0

 : xn,
xhxx

xgxff n Í∈
⋅−

=  σ.σ. του ( )fD  και ( ) ( ) 00 00 ≠≠ xh,xg  

(δηλαδή δεν υπάρχει άλλος παράγοντας ίσος µε 0xx − ). 

Τότε ( ) ∞+=
→

xf
xx

lim
0

  (ανάλογα µε το πρόσηµο του ( )
( )xh
xg , το οποίο πρέπει να είναι 

σταθερό σε µια περιοχή του x0, οσοδήποτε µικρή). 

β) Αν ( ) ( )
( ) ( )xhxx

xgxff n ⋅−
= +12

0

 :  µε τις ίδιες προηγούµενες προϋποθέσεις, τότε 

( )xf
xx

lim
0→

  δεν υπάρχει, αλλά υπάρχουν τα  ( )xf
xx

lim
0
+→

 και ( )xf
xx

lim
0
−→

 και είναι +∞ ή -∞,  

ανάλογα µε το πρόσηµο του ( )
( )xh
xg .  

γ) Η περίπτωση (α) µόνο που στη θέση του ( ) nxx 2
0−  θέτουµε nxx 0− . 

δ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 

(i) 
0

lim
x

nx
+→

= −∞  

(ii) −∞=
+

→

x
πx

εφlim
2

 

(iii) +∞=
−

→

x
πx

εφlim
2

 

 

 

 

 

Γ. ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ +∞ ΄Η -∞: 

α) Αν ( )
0

1
1

0
1

1

β...xβxβ
α...xαxα

xf n
n

n
n

n
n

n
n

+++
+++

= −
−

−
− , τότε 

(i) ( )
n

n

x β
α

xf =
+∞→

lim , όταν n=m. 

(ii) ( ) 0lim =
+∞→

xf
x

, όταν n<m. 

     Tα ίδια όρια έχω και όταν −∞→x . 

β) ( ) 022lim =++−++
∞+

''' γxβxαγxβxα   ( )'αα = . 



 184 

γ) ( ) 0
0

1
1

lim =
+++ −

−∞+ α...xαxα
xf
n

n
n

n

, όπου ένα τουλάχιστον από τα α1, α2… αn είναι µη 

µηδενικό και f(x) φραγµένη συνάρτηση. 

Αντί του πολυωνύµου του παρανοµαστή µπορεί να τεθεί οποιαδήποτε συνάρτηση 

( ) ∞−+∞=
+∞→

ήlim xg
x

 

δ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 

     α
x

x
e

x
α

=





 +

+∞→
1lim . 

 

∆. ΑΠΕΙΡΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ ±∞: 

α) Αν ( ) 0
0

1
1

0
1

1 ≠⋅
+++
+++

= −
−

−
−

nnn
n

n
n

n
n

n
n βα,

β...xβxβ
α...xαxα

xf ,  

    τότε ( )lim sign n

x
n

f x
α
β→∞

 
= ⋅ ∞ 

 
, αν n>m. 

( ) ( )lim sign 1 n mn

x
n

f x
α
β

−

→∞

 
= ⋅ − ⋅ ∞ 

 
, αν n>m. 

β) Αν ( ) 0
1

1 α...xαxαxf n
n

n
n ++= −

− , 

    τότε ( ) ( )lim
x

f x sign nα
→∞

= ∞ ,  

( ) ( )nlim sign 1 n

x
f x α

→∞
= − ⋅ ∞ . 

γ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 

(i)  +∞=
+∞→

x

x
elim  

(ii) lim
x

nx
→∞

= +∞  

  (iii) lim
x

x
nx→∞

= +∞  

  (iv) +∞=
+∞→ x

e x

x
lim  

  (v) 0lim >+∞=
+∞→

α
x
e
α

x

x
. 

Ε. ΜΗ ΥΠΑΡΞΗ ΟΡΙΟΥ: 

α) Αν Ñ/f περιοδική και όχι σταθερή, τότε τα ( )xf
x
lim

+∞→
, ( )xf

x
lim

−∞→
 δεν υπάρχουν. 
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β) Αν ( ) ( )
( ) ( ) ( )00και 

άρρητος  αν
ρητός  αν

xhxg,
x,xh

x,xg
xf ≠









= , 

   τότε ( )xf
xx

lim
0→

 δεν υπάρχει. 

γ) Αν µία συνάρτηση  f(x) δεν έχει όριο όταν +∞→x , τότε και η 







x
f 1 δεν έχει όριο 

όταν 0→x  και η 







− αx
f 1 δεν έχει όριο όταν ( )0>→ + αax . 

δ) Αν ( ) ( )
( ) ( ) ( )αhαg,

αx,xh
αx,xg

xf ≠








>
≤

=  
 αν
 αν

 και οι g, h, συνεχείς στον αντίστοιχο 

περιορισµό τους, τότε δεν υπάρχει το ( )xf
αx

lim
→

. 

ΣΤ. ΓΕΝΙΚΕΣ  ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΟΡΙΩΝ , ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Ως ειδικές περιπτώσεις των παρακάτω παραδειγµάτων, µπορούν να κατασκευασθούν 

άπειρα ειδικότερα παραδείγµατα. 

α) ( )00limlim
00

>=







⋅=



⋅

++→
β,α

β
x

x
α,

α
β

x
β

α
x

x
. 

β)  *
n

x
n,

nx
x

Í∈=
−+

→

111
lim

0
. 

γ) 
( )

m
α

x
xPm

x

1

0

11
lim =

−+
→

, όπου . *m Í∈  και ( ) xα...xαxαxP n
n

n
n 1

1
1 +++= −

+ . 

δ) mβnα
x

γxβxα mn

x
+=

−
++

→ 1lim
1

, όταν α+β+γ=0, . Í∈n,m . 

ε) 
( )( )

2
111

lim
0

βα
x

xβxα
x

+
=

−++
→

. 

στ) ( )*
m

n

x
m,n

m
n

x
x

Í∈=
−
−

→ 1
1

lim
1

. 

ζ) ( )βα
βαααx

βαβx
ax

>
−

=
−

−−−
→ 4

1
22lim . 

η) ( )*
m

n

x
m,n

n
m

x
x

Í∈=
−
−

→ 1
1

lim
1

. 

θ) 0lim =−+
+∞→

xαx
x

. 

ι) ( )( )[ ] ( )( )[ ] +∞=−++=−++
−∞→+∞→

xβxαx,xβxαx
x

limlim
x

0 . 
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ια)
λ
κ

xλ
xκ

x
=

⋅→

εφ
lim

0
. 

ιβ)
β
α

xβ
xα

x
=

→ ηµ
ηµ

lim
0

. 

ιγ) ( )
( ) 
















<∞
=
>

=
→

mn,
mn,
mn,

x
x

m

n

x
αν
αν1
αν0

ηµ
ηµ

lim
0

. 

ιδ) ( ) ( ) α
x

xαυνxαυν
x

ηµ2σσ
lim

0
−=

−−+
→

. 

ιε)
2

σσ 22

2
0

lim
αβ

x
xυνβxυνα

x

−
=

−
→

. 

ιστ) ( ) ( )
( ) ( ) α

xαxα
xαxα

x

3

0
συν

εφεφ
ηµηµ

lim =
−−+
−−+

→
. 

ιζ)
a
α

αx
αx

αx 2
συν2ηµηµ

22

22

lim =
−
−

→
. 

ιη) ( ) ( ) α
x

αxαxα
x

ηµηµηµ22ηµ
2

0
lim =

++−+
→

. 

ιθ) ( ) ( )
α
α

x
αxαxα

x
32

0 συν
ηµ2εφεφ2εφ

lim =
++−+

→
. 

κ) αβ
xβ

x
e

x
α

=





 +

+∞→
1lim . 

κα)
















>
=
<∞

=





 +

+∞→
1αν1
1αν
1αν

11lim
n,
n,e
n,

xn
x

. 

κβ) βα
x

ee xβ

x
−=

−
→

αx

0
lim . 

κγ) ( )





























=
+

==∈∞
≠=∈

≠∈
∈

=










+
+

−

−

−

+

+∞→

0αν,
1

1
0καιαν,

0και0καιαν,
0καιαν,0

αν,

1
*

*

*

*

lim

n

n
n
n
n

x
x n

n

n

n

x

β

αβ
αβα

β
α

β
α

Ù

Ù

Ù

Ù

. 
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5.   ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ 
 

5.1. ΣΥΝΕΧΕΙΑ , ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ , ΣΥΝΕΧΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗ 

1. Να εξεταστεί η αλήθεια ή όχι του παρακάτω ορισµού: 

«Μία συνάρτηση Af |  θα λέγεται συνεχής στο Ax ∈0 , εάν και µόνο εάν 

)()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

». 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ο ανωτέρω ορισµός είναι ορθός µόνον όταν το 0x  είναι σ.σ. του Α. 

Όταν το 0x  είναι µεµονωµένο σηµείο του πεδίου ορισµού της f, τότε η f θεωρείται 

συνεχής σε αυτό. Σε µεµονωµένο σηµείο 0x  δεν έχει νόηµα το )(lim
0

xf
xx→

. 

Ο σωστός ορισµός είναι ο εξής: 

(Η   fσυνεχής στο Ax ∈0 ) 

0 0( 0 0 : | | | ( ) ( ) | )x A x x f x f xε δ και δ ε⇔ ∀ > ∃ > ∈ − < ⇒ − < . 

Ο ορισµός που ετέθη στην εκφώνηση έχει µια επιπλέον προϋπόθεση, δηλαδή 

( f συνεχής στο Ax ∈0 ) )|)()(|||0:00( 00 εxfxfδxxδε <−⇒<−<>∃>∀⇔ . 

∆ηλαδή η διαφορά είναι η επιπλέον απαίτηση ||0 0xx −<  που δεν καλύπτει το τυχόν 

µεµονωµένο σηµείο του πεδίου ορισµού. α.χ. η 

xxxff −+−= 33)(:  έχει }3{)( =fD . 

Ο ορισµός της συνέχειας στο 30 =x  εκπληρούται, αφού 0>∀ ε , εκλέγω 0>= εδ  

και για το µοναδικό στοιχείο του )( fD  ισχύει 

0 0 0 0| | 0 | ( ) ( ) | 0x x f x f xδ ε− = < ⇒ − = < . 

Σε περίπτωση που το πεδίο ορισµού περιέχει και άλλα στοιχεία (µεµονωµένα ή µη) 

εφόσον το 0x  είναι µεµονωµένο, υπάρχει 

}{)(),(:),( 000 xfpxSpxS =∩′′ D . 

Εκεί 0>∀ ε , θα εκλέγουµε 0>= pδ  και θα εκπληρούται ο ορισµός της συνέχειας. 

Να σηµειωθεί ακόµη, ότι η γνωστότερη κλάση συναρτήσεων µε µεµονωµένα σηµεία 

είναι οι ακολουθίες, οι οποίες ως γνωστόν είναι συναρτήσεις :α →  µε 

( ) vv vα α α∋ → = . Όλες είναι συνεχείς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού τους 
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(: σε κάθε φυσικό) αλλά το όριο σε ένα τέτοιο σηµείο (π.χ. vv
α

3
lim

→
) δεν έχει νόηµα 

διότι το 3 ή οποιοσδήποτε άλλος φυσικός δεν είναι σ.σ. του , γι’ αυτό και 

υπάρχουν   όρια ακολουθιών µόνο στο ∞+  που είναι και το µοναδικό σ.σ. του  

2. Να αποδειχθεί ότι ο περιορισµός ασυνεχούς συνάρτησης f σε σηµείο 0x  σε 

ένα διάστηµα  διάστηµα που περιέχει το 0x   , είναι δυνατόν να είναι συνεχής 

στο 0x . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για τη συνάρτηση  f: 









≥
<−

=
0αν1
0αν1

)(
x
x

xf   έχω )0(1)(lim1)(lim
00

fxfxf
xx

==≠−=
+→→

. 

∆ηλαδή η f δεν είναι συνεχής στο 00 =x , αλλά αν θεωρήσω τον περιορισµό 

),0/[ +∞= fg  έχω ότι 

)0(1)(lim
0

gxg
x

==
→

. 

3. «Αν µια συνάρτηση έχει ως γραφική παράσταση µόνο “µεµονωµένα σηµεία” 

(δηλαδή δεν υπάρχει ούτε ένα τµήµα της από “συνεχή” γραµµή, τότε η 

συνάρτηση είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της». 

Είναι αληθής η ανωτέρω πρόταση; 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. Ως αντιπαράδειγµα θα βρούµε συνάρτηση, η οποία έχει 

ως γραφική παράσταση µεµονωµένα σηµεία, δεν έχει ούτε ένα τµήµα της γραµµή και 

είναι συνεχής παντού. 

Τέτοιο αντιπαράδειγµα είναι µια οποιαδήποτε ακολουθία. Εδώ επιλέγουµε την 

*/1)(: Í
x

xff =  η οποία όπως γνωρίζουµε συµβολίζεται συνήθως ως 
n

αn
1

=  και η 

οποία είναι συνεχής παντού. (Βλέπε και B5.5.1) 

 

 

4. «Μια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σύνολο Α, όταν το γράφηµά της 

µπορεί να σχεδιαστεί µε µονοκονδυλιά, δηλαδή χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι 

από το χαρτί». 
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Εξετάστε την αλήθεια του προηγούµενου ισχυρισµού. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. α.χ. η 

)(0,)0,/(1)(: +∞∪−∞=
x

xff  

είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της, αλλά στο 0, παρουσιάζει 
«άπειρο πήδηµα» και άρα σχεδιάζουµε δύο ξέχωρους κλάδους , σηκώνοντας την 
γραφίδα σχεδίασης! 
Για να είναι αληθής ο ισχυρισµός σε ότι αφορά το συµπέρασµα, θα πρέπει να τεθεί ο 

εξής πρόσθετος περιορισµός: 

Η f να έχει πεδίο ορισµού διάστηµα της µορφής ],[ βα  ή ),[ βα  ή ],( βα  ή ),( βα  ή 

),( α−∞  ή ),( +∞α . 

Πρέπει όµως να λάβουµε υπόψη µας και το εξής 

• Αν η f ορίζεται στο ],[ βα  (και δεν έχει άπειρη κύµανση ή άπειρο µήκος η 

καµπύλη ή έχει πεπερασµένο µήκος , αλλά κάνει άπειρο πλήθος ταλαντώσεων) 

τότε µπορεί να σχεδιαστεί εξ’ ολοκλήρου. 

• Αν η f έχει άπειρο µήκος δεν σχεδιάζεται ποτέ µε µονοκονδυλιά, διότι θα 

χρειαζόµαστε άπειρο χρόνο! 

• Αν η f σε ανοικτά πεπερασµένα άκρα του πεδίου ορισµού της έχει µη 

πεπερασµένο όριο τότε έχει άπειρο µήκος και δεν σχεδιάζεται ποτέ. 

• Οµοίως η f σε (ανοικτά) άπειρα άκρα του πεδίου ορισµού της έχει οποιοδήποτε 

όριο, οµοίως δεν µπορεί να σχεδιαστεί εξ’ ολοκλήρου. 

• Αν η  f  έχει µεν πεπερασµένο µήκος, αλλά ταλαντώνεται άπειρες φορές, οµοίως 

δεν είναι δυνατόν να σχεδιασθεί εξ ολοκλήρου. 

Εποµένως από όλα τα παραπάνω καθίσταται σαφές το εξής: 
«Το γράφηµα µιας συνάρτησης σε ένα διάστηµα ∆ , είναι δυνατόν να σχεδιασθεί  εξ 

ολοκλήρου µε µονοκονδυλιά αν η  f είναι συνεχής σε αυτό , και αν η f  έχει 

πεπερασµένο µήκος στο διάστηµα και αν η f δεν ταλαντώνεται άπειρες φορές. ». 

 

5. Ένας φοιτητής ισχυρίζεται ότι ανεκάλυψε ένα κριτήριο συνέχειας µιας 

συνάρτησης f σε σηµείο του πεδίου ορισµού της. 

Σύµφωνα µε αυτό, «Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο ∈0x )( fD  και 0x  σ.σ. 

του )( fD , εάν και µόνο εάν 0)]()([lim 000
=−−+

→
εxfεxf

ε
». 



 190 

Μπορείτε να τον διαψεύσετε; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ÑÑ →:f  για την οποία 









=
≠

=
0αν1
0αν0

)(
x
x

xf  η οποία δεν είναι συνεχής στο 0, αφού 

)0(10)(lim
0

fxf
x

=≠=
→

. 

Σύµφωνα όµως µε το «κριτήριο» του φοιτητή, ισχύει 

000)(lim)(lim)]()([lim)]0()0([lim
0000

=−=−−=−−=−−+
++++ →→→→

εfεfεfεfεfεf
εεεε

. 

∆ηλαδή θα πρέπει η f να είναι συνεχής στο 0, πράγµα άτοπο. 

Συνεπώς το κριτήριο είναι αναληθές. 

 

6. Είναι γνωστό ότι «Αν η µία συνάρτηση είναι συνεχής σε σηµείο 0x  και 

0)( 0 ≠xf , τότε υπάρχει περιοχή του 0x , στην οποία η f  διατηρεί το πρόσηµο 

της τιµής )( 0xf ». 

1) Να αποδειχθεί ότι η υπόθεση της συνέχειας στο 0x  είναι αναγκαία για την 

ισχύ του συµπεράσµατος 

2) Να βρεθεί συνάρτηση που να µην είναι συνεχής στο 0x  αλλά να ικανοποιεί 

το συµπέρασµα της προτάσεως. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Για την συνάρτηση →]1,0[:f Ñ  µε 

1 αν [0, 2] \{1}
( )

1 αν 1
x

f x
x

∈ 
=  − = 

 ισχύει: 

• H f δεν είναι συνεχής στο 1. 

• 01)1( <−=f . 

• 1)(lim
1

=
→

xf
x

. Άρα αν δεχθούµε ότι υπάρχει µια περιοχή του 1 στην οποία η f να 

είναι αρνητική τότε 

       0)()1,1(:0 <⇒+−∈>∃ xfδδxδ     (1) 

 Όµως η (1) είναι αληθής µόνο για 10 =x , ενώ το διάστηµα )1,1( δδ +−  έχει και 

άπειρους άλλους πραγµατικούς, για τους οποίους ισχύει 01)( >=xf . Άρα η (1) 

είναι άτοπη σχέση. 
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∆ηλαδή  βρήκαµε παράδειγµα συναρτήσεως ασυνεχούς σε κάποιο σηµείο του πεδίου 

ορισµού της, που  δεν ικανοποιεί το συµπέρασµα του θεωρήµατος γι’ αυτό το σηµείο. 

Έτσι η υπόθεση της συνέχειας είναι αναγκαία.  

Όµως  , αν µια συνάρτηση είναι ασυνεχής σε σηµείο 0x ,  είναι δυνατόν να  διατηρεί 

το πρόσηµό της σε περιοχή του 0x . 

Αυτό συµβαίνει στο παρακάτω: 

2) 








=
∈

=
12

}1{\]2,0[1
)(:

x
x

xff . 

Η f είναι ασυνεχής στο 1, αφού )(lim12)1(
1

xff
x→

=≠= . Επίσης 02)1( >=f . Όµως 

0)( >xf  ]2,0[∈∀ x  άρα και σε οποιαδήποτε περιοχή του 1. 

 

7. Είναι γνωστό ότι το άθροισµα και το γινόµενο συνεχών συναρτήσεων σε 

σηµείο 0x   , είναι συνάρτηση συνεχής στο 0x . 

Να αποδειχθεί ότι το αντίστροφο δεν ισχύει . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δείξω ότι υπάρχουν f, g και 0x  του πεδίου ορισµού τους για τις 

οποίες να ισχύει g⋅f  και gf +  συνεχείς στο 0x , αλλά οι f και g να είναι ασυνεχείς 

στο 0x . 

Θεωρώ 







+
−

=
άρρητοςαν,1
ρητόςαν,1

)(
x
x

xf  και 







−
+

=
άρρητοςαν,1
ρητόςαν,1

)(
x
x

xg  οι 

οποίες είναι ασυνεχείς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού τους. 

Όµως =








−+
+−

=+=+
άρρητοςαν,11
ρητόςαν,11

)()())((
x
x

xgxfxgf








άρρητος,0
ρητός,0

x
x

. 

∆ηλαδή Ñ∈∀=+ xxgf ,0))(( , συνεχής παντού. 

Επίσης ∈∀−=







−
−

=⋅=⋅ x
x
x

xgxfgf 1
άρρητοςαν,1
ρητόςαν,1

)()()(x)( Ñ . 

∆ηλαδή ∈∀−=⋅ xxgf 1))(( Ñ , συνεχής παντού. 

 

8. Να δοθούν παραδείγµατα συναρτήσεων ορισµένων στο Ñ  έτσι ώστε: 

(i) Η 1f  να είναι συνεχής παντού 

(ii) Η 2f  να είναι συνεχής παντού, πλην πεπερασµένου πλήθους σηµείων 
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ασυνέχειας 

(iii) Η 3f  να είναι συνεχής παντού, πλην αριθµησίµου πλήθους σηµείων 

ασυνέχειας 

(iv) Η 4f  να είναι συνεχής παντού, πλην υπεραριθµησίµου πλήθους σηµείων 

ασυνέχειας. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i) ∈∀= xxff ,1)(: 11 Ñ  

(ii) =)(: 22 xff








⊆=∈
∈

Ñ

Ñ

},...,,{αν,0
\αν,1

21 καααAx
Ax

 

(iii) =)(: 33 xff








∈
∈
Í

ÍÑ

x
x

αν,0
\αν,1

 

(iv) =)(: 44 xff








∈
∈

]1,0[αν,0
]1,0[\αν,1

x
x Ñ

. 

Οι αποδείξεις είναι στοιχειώδεις, λαµβάνοντας υπόψη ότι το Í (εξ’ ορισµού) είναι 

αριθµήσιµο σύνολο και το ]1,0[  υπεραριθµήσιµο (διαγώνιο επιχείρηµα του Cantor). 

 

 

9. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση f , η οποία 

• είναι ορισµένη στο Ñ  

• Είναι ασυνεχής Ñ∈∀ 0x  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση του Dirichlet εκπληροί τις τεθείσες συνθήκες 









=
άρρητοςαν,0
ρητόςαν,1

)(:
x
x

xff . 

Έστω 0x  ρητός. Τότε 1)( 0 =xf . Επίσης, υπάρχει ακολουθία αρρήτων 0: xxx nn →  

και ∈∀≠ nxxn 0 Í. 1)(00)( 0 =≠→= xfxf n . ∆ηλαδή η f  δεν είναι συνεχής σε 

κανένα ρητό. 

Έστω 0x  άρρητος. Τότε 0)( 0 =xf . Επίσης, υπάρχει ακολουθία ρητών 0: xxx nn →′′  

και ∈′∀≠′ nxxn 0 Í. 0)(11)( 0 =≠→= xfxf n . ∆ηλαδή η f  είναι ασυνεχής και 

σε κάθε άρρητο. 
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Τελικά f  ασυνεχής ∈∀ 0x Ñ . 

 

10. Να εξετασθεί, αν υπάρχει συνάρτηση η οποία: 

• Είναι ορισµένη στο Ñ 

• Είναι συνεχής σε ένα σηµείο ∈α Ñ 

• Είναι ασυνεχής σε κάθε άλλο σηµείο διάφορο του α. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Συνάρτηση που εκπληροί τις ανωτέρω προϋποθέσεις είναι η: 







 −

=
άρρητοςαν,
ρητόςαν,2

)(:
xx
xxα

xff . 

• Είναι ορισµένη σε όλο το Ñ 

• Θα δείξω την συνέχειά της στο αx =0 , µε χρήση του ακολουθιακού ορισµού: 

 Έστω αxn → , µε ∈∀≠ nαxn Í. Τότε 







 =−

=
άρρητοςαν,
ρητόςαν,2

)(
αα
αααα

αf  

 δηλαδή ααf =)(  και  









−
−=−=−−

=−
άρρητοςαν|,|
ρητόςαν|,||||2|

|)()(|
xαx
xαxxααxα

αfxf
n

nnn
n . 

 ∆ηλαδή 

       ∈∀−=− nnn xαxαfxf |,||)()(| Ñ.    (1) 

 Εποµένως 0>∀ ε , επιλέγοντας εδ = , και λόγω της (1) ισχύει 

εαfxfδαx nn <−⇒<− |)()(||| . 

• Θα δείξω την ασυνέχεια της f  σε κάθε  

         αx ≠0 .      (2) 

 Έστω ακολουθία αρρήτων 0: xxx nn →  και ∈∀≠ nxxn 0 Í. 

 Τότε 0)( xxxf nn →= . 

 Έστω ακολουθία ρητών αxx nn →′ :  και ∈∀≠′ nαxn Í. 

 Τότε 022)( xαxαxf nn −→′−=′ . Όµως 00 2 xαx −≠  (λόγω της (2)). 

 Έτσι η f  δεν έχει όριο σε κανένα άλλο σηµείο ∈0x Ñ µε αx ≠0 . 

 Εποµένως είναι ασυνεχής σε κάθε αx ≠0 . 
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11. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση f , η οποία 

• Να είναι ορισµένη στο Ñ 

• Να είναι συνεχής ⊆∈∀ },...,,{ 210 καααx Ñ 

• Να είναι ασυνεχής },...,,{ 210 καααx ∉∀  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Θέτουµε :f → µε  







 −−−

=
άρρητοςαν,0
ρητόςαν)())((

)( 21

x
xαxαxαx

xf κ . 

1. Έστω },...,,{ 210 καααx ∈  τότε 0)( 0 =xf . Έστω 0xxn →  και 0xxn ≠  ∈∀ n Í. 

 Τότε: 

(i)   Αν η nx  έχει τελικά άρρητους όρους, τότε η 0)( =nxf  τελικά, δηλαδή 

)(0)( 0xfxf n =→ . 

(ii)   Αν η nx  έχει τελικά ρητούς όρους, τότε η  

)(0))...()(()( 021 xfαxαxαxxf κnnnn =→−−−= . 

(iii) Αν δεν συµβαίνει ένα από τα δύο προηγούµενα, τότε η nx  διαχωρίζεται 

σε δύο υπακολουθίες, η µία ρητών nα  που συγκλίνει στον iα  (1 i κ≤ ≤ )και 

η άλλη αρρήτων nα′  που συγκλίνει επίσης στον iα . Τότε 

0))...()(()( 21 →−−−= κnnnn αααααααf . 

00)( →=′nαf . 

Άρα )(0)( 0xfxf n =→ . ∆ηλαδή η f  συνεχής στο 0x , },...,,{ 210 καααx ∈ . 

2. Έστω },...,,{ 210 καααx ∉  τότε ο 0x  µπορεί να είναι ρητός ή άρρητος. 

(α) Αν 0x  άρρητος, τότε 0)( 0 =xf  και υπάρχει ακολουθία ρητών: 

0: xyy nn →  και ∈∀≠ nxyn 0 Í. Όµως 

    1 2 0 1 0 2 0 0( ) ( )( )...( ) ( )( )...( ) 0 ( )n n n nf y y y y x x x f xκ κα α α α α α= − − − → − − − ≠ = . 

 Άρα η f  είναι συνεχής στο 0x . 

(β) Αν 0x  ρητός, τότε 0))...()(()( 020100 ≠−−−= καxαxαxxf . Υπάρχει 

ακολουθία αρρήτων 0: xyy nn →′′  και 0xyn ≠′  ∈∀ n Í. 

 Τότε )(00)( 0xfyf n ≠→=′ . Άρα η f  είναι ασυνεχής στο 0x . 
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12. Να βρεθεί, αν υπάρχει συνάρτηση f , η οποία 

• Να είναι ορισµένη στο Ñ 

• Να είναι συνεχής σε άπειρο αριθµήσιµο σύνολο Α 

• Να είναι ασυνεχής Ax ∉∀ 0 . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση f: 









=
άρρητοςαν,0
ρητόςαν,ηµ

)(
x
xx

xf  

• Είναι ορισµένη στο Ñ (προφανώς) 

• Είναι συνεχής στο }:{ Ù∈= κκπA  που είναι αριθµήσιµο αφού τίθεται σε “ 11− ” 

και “επί” αντιστοίχιση µε το Í µέσω της : ( )φ φ κπ =








<+−
≥

0αν),12(
0αν,2

κκ
κκ

 

∈κ Í*. 

Έστω Ax ∈0 . Τότε ∈∃ λ Ù λπx =0:  και 









≠
=

==
άρρητος0(αν,0

0αν,0ηµ
)()( 0 λ

λ
λπfxf . ∆ηλαδή 0)( =λπf  ∈∀ λ Ù. 

Έστω ακολουθία ρητών τελικά λπxx nn →:  και ∈∀≠ nλπxn Í. Τότε 

)(0ηµηµ)( λπfλπxxf nn ==→= . 

Έστω ακολουθία τελικά αρρήτων λπxx nn →′′ :  και ∈∀≠′ nλπxn Í. Τότε 

)(00)( λπfxf n =→=′ . 

Αν έχω µια οποιαδήποτε ακολουθία ny  διάφορη των δύο προηγούµενων, τότε, 

οσοδήποτε κοντά στο λπ υπάρχει και ρητός και άρρητος όρος. ∆ηλαδή η ny  

µπορεί να χωριστεί σε δύο υπακολουθίες, που η µία να έχει µόνο ρητούς όρους η 

nα  και η άλλη µόνο αρρήτους η nα′  και οι οποίες (σύµφωνα µε τα προηγούµενα) 

θα τείνουν στο λπ, ενώ 

)(0)(
)(00)(

)(0ηµηµ)(
λπfyf

λπfαf
λπfλπααf

n
n

nn =→⇒




=→=′
==→=

. 

∆ηλαδή ∀  ακολουθία ny  µε λπyn →  και λπyn ≠  ∈∀ n Í, έχω 

)(0)( λπfyf n =→ , άρα η f είναι συνεχής Ax ∈∀ 0 . 
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• Έστω Ax ∉0 , τότε  

   λπx ≠0   ∈∀ λ Ù και 0x  ρητός     (1)  

. Τότε 0ηµ)( 00 ≠= xxf  (λόγω της (1)) 

Έστω nx  ακολουθία αρρήτων µε 0xxn →  ( 0xxn ≠  ∈∀ n Í). 

Τότε )(00)( 0xfxf n ≠→= , άρα η f  συνεχής και για κάθε ρητό. 

Έστω Ax ∉0 , τότε ∈∀≠ λλπx0 Ù και 0x  άρρητος. 

Τότε 0)( 0 =xf . Υπάρχει ακολουθία ρητών 0; xxx nn →′′  και ∈∀≠′ nxxn 0 Í. 

Τότε ).(0ηµηµ)( 0)1(0 xfxxxf nn =≠→′=′  Άρα η f  συνεχής Ax ∉∀ 0 . 

 

13. Να βρεθεί παράδειγµα συνάρτησης f: 

• Να είναι ορισµένη στο διάστηµα ]1,0[  

• Να έχει άπειρα αριθµήσιµα σηµεία ασυνέχειας στο ]1,0[  

• Να είναι συνεχής σε κάθε άλλο σηµείο. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: →]1,0[:f Ñ µε ∈
















=

≠
= n

n
x

n

n
x

xf 1αν,1

1αν,0
)( Í*. 

Πράγµατι, οι όροι της ακολουθίας 
n

αn
1

=  είναι άπειροι, αριθµήσιµοι και 

)(lim011
1

xf
nn

f
n

x→
=≠=






 . Αν 

0

1
n

xn →  και ∈∀≠ n
n

xn
0

1
Í, τότε τελικά, 









=≠→=

00

1100)(
n

f
n

xf n . 

Μια εξήγηση για το “τελικά”: 

0n∀ , υπάρχει περιοχή του 
0

1
n

 και συγκεκριµένα η 







+

+
+

−=
1

21,
1

21

0000 nnnn
A  

που δεν περιέχει κανέναν ρητό της µορφής 
λ
1 . Συνεπώς Ax ∈∀  0)( =xf  και άρα 

και 0)( =nxf  τελικά. 
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14. Να βρεθούν δύο συναρτήσεις gf , : 

α) Η f  να µη είναι συνεχής στα σηµεία 1, 
2
1 , 

3
1 , 1

4
,… και συνεχής παντού 

αλλού. 

β) Η g  να µη είναι συνεχής στα σηµεία 1, 
2
1 , 

3
1 , 1

4
,… και 0, και συνεχής 

παντού αλλού. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) 
















==

=≠
=

,...3,2,1,1,1

,...3,2,1,10
)(

n
n

x
n

n
n

x
xf . Η απόδειξη στο προηγούµενο. 

β) 
















==

=≠
=

,...3,2,1,1,1

,...3,2,1,10
)(

n
n

x

n
n

x
xg  

 

15. Να αποδείξετε, ότι αν η f  είναι συνεχής στο ],[ βα , τότε κατασκευάζεται 

µία συνάρτηση g  η οποία να είναι συνεχής στο Ñ και για την οποία να ισχύει 

),()( xgxf =  ],[ βαx ∈∀ . 

Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδείξετε ότι για διάστηµα ),( βα  γενικά 

τούτο δεν είναι δυνατό. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζω :g Ñ→Ñ µε 
















>
≤≤

<
=

βxβf
βxαxf

αxαf
xg

),(
),(
),(

)( . 

Η g  προφανώς είναι συνεχής στο Ñ, εκτός ίσως από τα σηµεία α και β όπου πρέπει 

να εξετασθεί η συνέχεια λεπτοµερώς 

)(lim)()(lim xgαgxg
αxαx +− →→

== . 

Οµοίως και το β. 

Όταν όµως έχω ανοικτό διάστηµα τούτο δεν είναι δυνατό πάντα, όπως φαίνεται και 
από το παρακάτω παράδειγµα: 

)1,0(
1

1)(
x

xf
−

= . 
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Η f  είναι συνεχής στο (0,1) . Αν όµως υπήρχε )(lim)1(:
1

xfgg
x→

=  τότε +∞=)1(g  

άτοπο. 

 

16. ∆ώστε παραδείγµατα συναρτήσεων, ορισµένων στο 0x  έτσι ώστε: 

(i) )(lim)(lim
00

xfxf
xxxx −+ →→

= , είναι πεπερασµένα και διάφορα του )( 0xf  

(δηλαδή αιρόµενη ασυνέχεια µε επανορισµό της τιµής στο 0x -πρώτου 

είδους) 

(ii) 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
+ −→ →

≠ , είναι πεπερασµένα και διαφορετικά και τα δύο µε 

το )( 0xf  

(iii) )(lim)(lim
00

xfxf
xxxx −+ →→

≠ , είναι πεπερασµένα και )(lim)(
0

0 xfxf
xx −→

=  (δηλαδή 

συνεχής αριστερά-πρώτου είδους ασυνέχεια) 

(iv) )(limlim
00

xf
xxxx −+ →→

≠ , είναι πεπερασµένα και )(lim)(
0

0 xfxf
xx +→

=  (δηλαδή 

συνεχής δεξιά-πρώτου είδους ασυνέχεια) 

(v) )(limlim
00

xf
xxxx −+ →→

= , είναι πεπερασµένα και δεν ορίζεται η )( 0xf  (αιρόµενη 

ασυνέχεια µε κατάλληλη επέκταση του πεδίου ορισµού) 

(vi) Το 0x  είναι σ.σ. του πεδίου ορισµού της συνάρτησης, υπάρχει το )( 0xf , 

αλλά δεν υπάρχει στο όριο στο 0x , είτε από δεξιά, είτε από αριστερά, είτε 

είναι πεπερασµένο είτε άπειρο. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i) 








=
≠

=
0αν,0
0αν,1

)(: 11 x
x

xff , 1)(lim)(lim
0

1
0

=≠
−+ →→

xfxf
xx

 και 0)0( =f . 

 Αν ορίσουµε νέα συνάρτηση 1 1 1
ˆ ˆ: ( ) ( ) 0f f x f x x= ∀ ≠  και 1̂ (0) 1f =  η 

ασυνέχεια αίρεται. 

(ii) 
















<−
=
>

=
0,1
02
01

)(: 22

x
x
x

xff , )(lim11)(lim 2
0

2
0

xfxf
xx −+ →→

−≠=  και 2)0( =f . Έχω 

ασυνέχεια πρώτου είδους που δεν αίρεται. 
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(iii) 








≤−
>

=
0,1
0,1

)(: 33 x
x

xff , )(lim1)0()(lim
00

xffxf
xx +− →→

=≠= . Εδώ έχω 

πλευρική εξ αριστερών µόνο συνέχεια στο 0. 

(iv) 








<−
≥

=
0,1
0,1

)(: 44 x
x

xff , )(lim1)0(1)(lim
00

xffxf
xx −+ →→

=−≠== . Εδώ 

έχω πλευρική εκ δεξιών µόνο συνέχεια στο 0. 

(v) )(0,)0,(ηµ)(: 55 +∞∪−∞=
x
xxff . Όµως ως γνωστόν 1ηµlim

0
=

→ x
x

x
. Εποµένως 

η ασυνέχεια αίρεται µε κατάλληλη επέκταση σε όλο το Ñ όπου 

5 5

ηµ , αν 0
: ( )

1, αν 0

x x
f f x x

x

 ≠ =  
 = 

. 

(vi) 












=

≠=
0,0

0,1ηµ)(: 66
x

x
xxff . Η 6f  είναι φραγµένη κι άρα δεν έχει άπειρο 

όριο σε κανένα σηµείο του πεδίου ορισµού της. 

 Θεωρώ την ακολουθία 0

2
2

1: →
+

=
πnπ

xx nn  και ∈∀≠ nxn 0 Í. 

 Επίσης την 0
2
1: →=′′

nπ
xx nn  και ∈∀≠′ nxn 0 Í. 

 Τότε 11
2

2ηµ)(6 →=





 +=

πnπxf n  

 Και 00)2(ηµ)(6 →==′ nπxf n . 

 ∆ηλαδή βρήκαµε δύο µηδενικές ακολουθίες, για τις οποίες 

)(lim)(lim 66 nnnn
xfxf ′≠

+∞→+∞→
. Άρα δεν υπάρχει όριο της 6f  στο 0. Εκεί λοιπόν έχω 

ασυνέχεια η οποία δεν µπορεί φυσικά να αρθεί. 

 

17. Να κατασκευάσετε παραδείγµατα µε όλες τις δυνατές περιπτώσεις 

ασυνέχειας 2ης κατηγορίας σε σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού συνάρτησης. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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(i) η 












∈

−∈=
)1,0[,

)0,1(,1
)(: 11

xx

x
xxff  έχει: 

• −∞=
−→

)(lim 1
0

xf
x

 

• 0)(lim 1
0

=
+→

xf
x

 

• 0)0( =f . 

∆ηλαδή είναι εκ δεξιών συνεχής στο 0, ασυνεχής στο 0. 

(ii)  η 












∈

−∈−
= )1,0(,1

]0,1(,
)(: 22 x

x

xx
xff  έχει: 

• 0)(lim 2
0

=
−→

xf
x

 

• +∞=
+→

)(lim 2
0

xf
x

 

• 0)0( =f . 

∆ηλαδή είναι εξ αριστερών συνεχής στο 0, ασυνεχής στο 0. 

(iii) η 





















∈
=−

−∈

=
)1,0(,

0,2

)0,1(,1

)(: 33

xx
x

x
x

xff  έχει: 

• 0)(lim 3
0

=
+→

xf
x

 

• −∞=
−→

)(lim 3
0

xf
x

 

• 2)0(3 −=f . 

• ∆ηλαδή η 3f  είναι ασυνεχής στο 0 και δεν έχει πλευρική συνέχεια. 

(iv) η 












=

≠=
0,2

0,1
)(: 244

x

x
xxff  έχει: 

• +∞=
+→

)(lim 4
0

xf
x

 

• +∞=
−→

)(lim 4
0

xf
x

 

• 2)0( =f . 

∆ηλαδή η 4f  είναι ασυνεχής στο 0 και έχει δεξιά και αριστερά όριο το ∞+ . 



 201 

(v) η 












=

≠−=
0,2

0,1
)(: 255

x

x
xxff  έχει: 

• −∞=
+→

)(lim 5
0

xf
x

 

• −∞=
−→

)(lim 5
0

xf
x

 

• 2)0( =f . 

∆ηλαδή η 5f είναι ασυνεχής στο 0, και έχει δεξιά και αριστερά όριο το ∞− . 

(vi) η 












=

≠=
0,0

0,1
)(: 66

x

x
xxff  έχει: 

• +∞=
+→

)(lim 6
0

xf
x

 

• −∞=
−→

)(lim 6
0

xf
x

 

• 0)0( =f . 

∆ηλαδή η 6f έχει εκατέρωθεν του µηδενός όρια ∞+  και ∞−  και είναι ασυνεχής 

στο 0. 

 

18. Είναι γνωστό ότι ισχύει: «Αν η f  συνεχής τότε και η || f  συνεχής». 

Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης f  ορισµένης στο Ñ , η οποία να είναι 

παντού ασυνεχής, ενώ η || f  να είναι παντού συνεχής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η 







−

=
άρρητοςαν,1
ρητόςαν,1

)(:
x
x

xff  είναι όπως είδαµε (Β5.1.9) 

παντού ασυνεχής. 

Όµως | |:| | ( ) 1,f f x x= ∀ ∈Ñ είναι προφανώς παντού συνεχής. 

 

19. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης :f Ñ→Ñ µε 

         |||)(| xxf ≤ , ∈∀ x Ñ               (1) 

η οποία να είναι συνεχής στο 0 (προκύπτει από το (1)) και η οποία να είναι 

ασυνεχής ∈∀ x Ñ }0{− . 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για 0=x  η (1) δίνει 

       0|)(||0||)0(| ≤⇒≤ xff .     (2) 

Αλλά 

         ∈∀≥ xxf 0|)(| Ñ.     (3) 

Από (2) και (3) έχω 0)0(0|)0(| =⇒= ff . 

Έτσι, εξετάζοντας την συνέχεια στο 0 έχω: 

    |||)(||0)(||)0()(| xxfxffxf ≤=−=− .    (4) 

Έτσι, 0>∀ ε , λαµβάνοντας εδ = .έχω 
(4)

| 0 | | ( ) (0) |x f x fδ− < ⇒ −  δηλ. η f  συνεχής 

στο 0. 

Συνάρτηση που να εκπληροί και τη δεύτερη συνθήκη είναι η 









=
άρρητοςαν,0
ρητόςαν,

)(:
x
xx

xff  

αφού είναι ασυνεχής ∈∀ x Ñ }0{− (βλέπε απόδειξη  εφ. 10 παρόντος κεφαλαίου) και 









≤
≤

=
άρρητοςαν|,|0
ρητόςαν|,|||

|)(|
xx
xxx

xf . 

∆ηλαδή ∈∀≤ xxxf |||)(| Ñ. 

 

20. Να αποδείξετε µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα , ότι δεν αληθεύουν οι 

παρακάτω ισχυρισµοί. 

(i) Αν η f  συνεχής στο ],( βα  τότε η f  παίρνει µέγιστο και ελάχιστο στο 

],( βα  

(ii) Αν η f  συνεχής στο 0x , τότε και η 
f
1  συνεχής στο 0x  

(iii) Αν η f  παίρνει θετική τιµή σε κάποιο )(0 fx D∈ , τότε υπάρχει περιοχή 

του 0x , στην οποία η f  παίρνει θετική τιµή 

(iv) Αν η  f  συνεχής  

(v) Αν η f  είναι µια συνάρτηση , τότε  η g , µε  )()( 32 xxfxg +=  είναι 

συνεχής 

(vi) Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι φραγµένη. 

Για κάθε έναν ψευδή  ισχυρισµό να γράψετε την  επιπλέον συνθήκη ή 

περιορισµό που απαιτείται ώστε να είναι αληθής. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i) η →]1,0(:f Ñ µε 
x

xf 1)( =  είναι συνεχής ισχύει +∞=
→

)(lim
0

xf
x

, άρα η f  δεν 

έχει µέγιστο στο πεδίο ορισµού της, εποµένως είναι ψευδής. 

Για να είναι αληθές το συµπέρασµα του ισχυρισµού, θα πρέπει η f να ορίζεται σε 

κλειστό διάστηµα ],[ βα . Η κλειστότητα του διαστήµατος αποτελεί µια ικανή 

συνθήκη, αλλά όχι και αναγκαία. 

(ii) Αν /)( xxf = Ñ και 00 =x , τότε η f είναι συνεχής στο 0, όµως η )(1 x
f

 είναι 

συνεχής στο 0, αφού εκεί δεν ορίζεται. 

Για να είναι αληθές το συµπέρασµα πρέπει κι αρκεί το 0)( 0 ≠xf . 

(iii) Έστω 








=+
≠−

=
0αν,1
0αν,1

)(
x
x

xf . Τότε 01)0( >=f , αλλά δεν υπάρχει 

περιοχή του µηδενός για την οποία 0)( >xf  αφού 0)( <xf  ∈∀ x Ñ }0{− . 

Για να είναι αληθές το συµπέρασµα πρέπει κι αρκεί η f να είναι συνεχής στο 0x . 

(iv) Αν 








=+
≠−

=
0αν,1
0αν,1

)(
x
x

xf , τότε )()( 32 xfxxf =+  ασυνεχής. 

Για να ισχύει το συµπέρασµα πρέπει και η f να είναι συνεχής και να ορίζεται η 

σύνθεση της f µε την /)( 32 xxxh += Ñ. 

(v) Η 





−=

2
,

2
εφ)( ππxxf  είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της αλλά µη 

φραγµένη, αφού +∞=
→

x
πx
εφlim

2

 και −∞=
−→

x
πx
εφlim

2

. 

Μια αναγκαία συνθήκη για να είναι φραγµένη είναι να ορίζεται σε κλειστό 

διάστηµα ή αν ορίζεται σε ανοικτό ή ηµιανοικτό, να υπάρχουν τα όρια στα ανοικτά 

άκρα και να είναι πεπερασµένα. 

 

21. Είναι γνωστό, ότι το άθροισµα συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής 

συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι αυτό είναι σωστό µόνο για πεπερασµένο πλήθος 

συναρτήσεων. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 
n

xfn
1)( = , ∈∀ x Ñ, τότε είναι γνωστό ότι ως σταθερές όλες οι 

nf  ∈n( Í) είναι συνεχείς στο Ñ. Όµως  

+∞=+++=+++
3
1

2
11)()()( 321 xfxfxf . 

∆ηλαδή το απειροάθροισµα των συναρτήσεων δεν είναι καν συνάρτηση. 

Επειδή όµως µπορεί στην εκφώνηση να προστεθεί η φράση «… όταν έχει νόηµα 

συνάρτησης το άπειρο άθροισµα συναρτήσεων», παραθέτουµε ένα περισσότερο καίριο 

αντιπαράδειγµα. 

Θεωρώ τις συναρτήσεις 
n
xxf

n
n

n ⋅−= +1)1()( , ∈n Í ]1,1[−  οι οποίες είναι όλες 

συνεχείς στο ]1,1[− . 

Όµως ]1,1/()1log()1(
1

1 −+=⋅−∑
∞

=

+ x
n
xn

n

n  (Ανάπτυγµα Mac Laurin). 

Η συνάρτηση )1log( x+  δεν ορίζεται στο 1− , αλλά ούτε και συνεχής επέκταση στο 

1−  µπορεί να υπάρξει, αφού −∞=+
−−→

)1(lim
1

x
x

. 

Βρήκαµε δηλαδή µια άπειρη οικογένεια συναρτήσεων που είναι συνεχείς στο ]1,1[− , 

αλλά το άπειρο άθροισµά τους είναι συνεχής συνάρτηση µόνο στο ]1,1(− , ενώ στο 

1−  δεν είναι δυνατόν να υπάρξει συνεχής επέκταση. 

 

22. Ισχύει η πρόταση, ότι «Αν g  συνεχής στο α, και η f  συνεχής στο )(αg , 

τότε και η gf  συνεχής στο α». 

Λόγω αυτής ακριβώς της προτάσεως µπορούµε να γράφουµε 

))(()(lim))((lim αgfxgfxgf
αxαx

=




=

→→
. ∆ηλαδή µπορούµε να λέµε ότι πρακτικά 

«τα σύµβολα του ορίου και της σύνθεσης συναρτήσεως “αντιµετατίθενται”». 

Να αποδειχθεί µε κατάλληλο παράδειγµα, ότι όταν η f  δεν είναι συνεχής στο 

)(αg , τότε γενικά δεν ισχύει το θεώρηµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ: 

    /)( xxg = Ñ 
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    /
0,1
0,0

)(








=
≠

=
x
x

xf Ñ. 

Για 0=α , έχω: 

    0lim)(lim
00

==
→→

xxg
xx

 

    0lim))((lim
00

==
→→

fxxgf
xx

      (1) 

    1)0())(lim(
0

==
→

fxgf
x

      (2) 

Από (1) και (2) έχω ))(lim())((lim
00

xgfxgf
xx →→

≠  κι αυτό διότι η f  δεν είναι συνεχής 

στο 0)0( =g . 

 

23. Να βρεθούν –αν υπάρχουν- δύο συναρτήσεις παντού ασυνεχείς στο Ñ, των 

οποίων όµως η σύνθεση, να είναι παντού συνεχής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την συνάρτηση του Dirichlet  








−

=
άρρητοςαν,1
ρητόςαν,1

)(:
x
x

xff  

σε σύνθεση µε τον εαυτό της. 

Η ff  έχει πεδίο ορισµού το  και 1))(( =xff  x∀ ∈  η οποία ως σταθερή , 

είναι συνεχής . 

 

24. Αν η 2)]([ xf  είναι συνεχής τι συµπέρασµα εξάγεται για την συνέχεια της 

)(xf ; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ∆εν µπορεί να εξαχθεί κανένα συµπέρασµα, αφού: 

Αν xxf =)(  (συνεχής ∈∀ x Ñ) τότε και 22)]([ xxf =  είναι επίσης συνεχής ∈∀ x Ñ. 

Όµως, αν 







−

=
άρρητοςαν,1
ρητόςαν,1

)(
x
x

xf  είναι ασυνεχής ∈∀ x Ñ ενώ 1)]([ 2 =xf  

ως σταθερή είναι συνεχής ∈∀ x Ñ. 

Ένα ηµιγενικό  παράδειγµα είναι το εξής: 









+∞∈−
−∞∈

=
),[),(
),(),(

)(:
αxxg

αxxg
xff , όπου ∈α Ñ και  
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η  g  είναι µια πολυωνυµική (συνεχής) συνάρτηση, η οποία δεν έχει ως ρίζα το α, 

δηλαδή 0)( ≠αg . 

Τότε η g  παρουσιάζει ασυνέχεια στο α, αφού 

)(lim)()(lim)()( xfαgxfαgαf
αxαx −+ →→

=≠=−= . 

Όµως 22 )]([)]([ xgxf =  που είναι συνεχής ∈∀ x Ñ. 

 

 

25. Υπάρχει συνάρτηση f  που να εκπληροί τις παρακάτω συνθήκες: 

• Ορισµένη στο )1,0(  

• Ασυνεχής  σε κάθε ρητό  του (0,1) 

• Συνεχής σε κάθε άρρητο  του (0,1) 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η 












∈>==
=

Ínmnnm
n
mx

n

x
xff ,0,1),(,αν,1

άρρητoςαν,0
)(:  εκπληροί 

όλες τις τεθείσες συνθήκες. 

Για να δείξω ότι είναι συνεχής στους αρρήτους του )1,0(  πρέπει να δείξω ότι αν 0x  

άρρητος , τότε 
0

lim ( ) 0
x x

f xτο
→

∃ = ⇔  

εxfδxxδε <−⇒<−<>∃>∀ |0)(|||0:0,0 0 . 

∆ηλαδή ισοδύναµο 

    εxfδxxδε <⇒<−<>∃>∀ |)(|||0:0,0 0     (1) 

Προβαίνω στην ακόλουθη κατασκευή: 

Για τον οιονδήποτε 0>ε , ∈∃ 0n Í:
ε

n 1
0 >  (Αξίωµα Αρχιµήδους-Ευδόξου) δηλαδή  

            
0

1
n

ε<       (2) 

Σχηµατίζω µια διαµέριση του )1,0(  µε το σύνολο 







 −

=
0

0 1
,...,

5
4,

5
3,

5
2,

5
1,

4
3,

4
1,

3
2,

3
1,

2
1

n
n

P . 

∆ηλαδή:  
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• Το Ρ περιέχει όλα τα ανάγωγα κλάσµατα που έχουν παρονοµαστές 

µικρότερους ή ίσους από το 0n . 

• Το Ρ έχει ως ελάχιστο στοιχείο του το 
0

1
n

 και µέγιστο το 
0

0 1
n

n −
. 

Για το )1,0(∈x  υπάρχουν τα εξής τρία ενδεχόµενα: 

1. Το x είναι άρρητος. Τότε 0)( =xf , δηλαδή εxf <= |0||)(| , δηλαδή η (1) ισχύει 

0>∀ δ . 

2. ( ∈x Ð και Px ∉ ). Τότε 

       
0

0

λ
κ

x =  και 00 nλ >      (3) 

 (Εκ κατασκευής του Ρ). Τότε όµως θα έχω: 

ε
nλλ

κ
fxf

)2(0)3(00

0 11|)(| <<=







=  η οποία ισχύει 0>∀δ  

 (αφού το συµπέρασµα ε
n

<
0

1  ισχύει εκ κατασκευής). 

3. ( ∈x Ð και Px ∈ ). Τότε 
0

0

τ
p

x = . Εκλέγω τότε }|,min{| 0 Pxxxδ ∈−= . Είναι 

0>δ , διότι ∈∀≥− xxx 0|| 0 Ñ και επίσης επειδή x ρητός και 0x  άρρητος έχω 

Pxxx ∈∀>− 0|| 0 . 

 Έτσι λοιπόν αν θεωρήσω τη σχέση δxx <−< ||0 0 , τότε το x  δεν µπορεί να 

ανήκει στο Ρ. Θα είναι εποµένως κάποιος ρητός της περίπτωσης 2. που 

εξετάσθηκε άρα και πάλι θα ισχύει εxf <|)(| , (αλλά όχι για κάθε 0>δ ) για 

0}|,min{| 0 >∈−= Pxxxδ . Εποµένως 0)(lim
0

=
→

xf
xx

 για 0x  άρρητο ή ρητό 

στο )1,0( . Επίσης 0)( 0 =xf  για 0x  άρρητο. Άρα η f  συνεχής \)1,0(0 ∈∀ x Ð. 

Θα δείξω την συνέχεια και σε κάθε ρητό )1,0(0 ∈x . Αν 0x  ρητός, τότε 0)( 0 ≠xf . 

Θεωρώ ακολουθία αρρήτων 0: xxx nn →  και ∈∀≠ nxxn 0 Í τότε  

)(00)( 0xfxf n ≠→= . 

Άρα η f  δεν είναι συνεχής στους ρητούς του πεδίου ορισµού της και η απόδειξη 

ολοκληρώθηκε. 
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Μια επαναληπτική , αλλά αδρή σκιαγράφηση του µη συνήθους τµήµατος της 

απόδειξης ότι 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

= , αν 0x  άρρητος: 

• 0>∀ε , και 01
>

ε
. Σύµφωνα µε το αξίωµα Αρχιµήδους-Ευδόξου ∈∃ 0n Í: 

ε
nε

n <⇔>
0

0
11 . 

• Έστω 0x  άρρητος και )1,0(0 ∈x . Στο διάστηµα )1,0(  υπάρχει πεπερασµένος 

αριθµός αναγώγων κλασµάτων µε παρονοµαστή µικρότερο ή ίσο του 0n  (Είναι τα 

κλάσµατα του Ρ). 

• Το 0x  απέχει από το κοντινότερο ανάγωγο κλάσµα του Ρ απόσταση 0>δ . Έτσι, 

θα έχω ότι ),( 00 δxδxx +−∈∀  
0

1|)(|
n

xf ≤ . (∆ιότι αν x άρρητος 

ε
n

xf <≤=
0

1|0||)(| , αν x  ρητός θα έχει παρονοµαστή µεγαλύτερο από 0n  (έστω 

λ) οπότε ε
nλ

xf <<=
0

0
11|)(| ). 

Εποµένως 0>∀ε , αρκεί να επιλέγω το 0n  και το δ που περιεγράφησαν πριν και 

θα εκπληρούται ο ορισµός της συζυγίας στο 0, δηλαδή 0>∀ε , 0>∃δ : 

εxfδxx <⇒<−< |)(|||0 0 . 

Περαιτέρω σχόλια για το συγκεκριµένο παράδειγµα: 

Η f  µας δείχνει ακόµα και τα εξής: 

• Αν µια συνάρτηση f  είναι συνεχής σε ένα σηµείο 0x , δεν έπεται ότι θα είναι 

συνεχής σε κάποια περιοχή του 0x . 

Πράγµατι, αν 0x  άρρητος, η f  είναι συνεχής στο 0x , αλλά οποιαδήποτε περιοχή 

του 0x  λόγω της πυκνότητας του Ð στο Ñ , θα περιέχει και ρητούς στους οποίους 

η f  είναι ασυνεχής. 

• Μία συνάρτηση όπως η f , µπορεί να είναι συνεχής σε ένα πυκνό σύνολο και 

ασυνεχής σε ένα άλλο. 

Πράγµατι, η f  είναι συνεχής στους αρρήτους που είναι πυκνοί στο Ñ και 

ασυνεχής στους ρητούς που είναι επίσης πυκνοί στο Ñ. 
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• 0>∀ε , το δ δεν προκύπτει αναγκαστικά ως αναλυτική έκφραση  συνάρτησης 

του ε, αλλά µπορούµε απλώς (όπως απαιτεί κι ο ορισµός) να εξασφαλίζουµε την 

ύπαρξη του δ, όπως κάναµε στην απόδειξη. 

 

26. Υπάρχει και άλλη συνάρτηση µε τις ίδιες προϋποθέσεις  µε την προηγούµενη 

, δηλ. : (0,1)f → µε την f  ασυνεχή σε κάθε ρητό του (0,1) και συνεχή σε κάθε 

άρρητο του (0,1) 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Ως γνωστόν το σύνολο (0,1) ∩  είναι αριθµήσιµο. Άρα τα στοιχεία του τίθενται σε 

µια «1-1» και «επί» αντιστοίχιση µε το . Εποµένως τα στοιχεία του , θα έχουν την 

µορφή 1 2 3{ , , ,....}ρ ρ ρ . Ορίζω την f  ως εξής: 

1( )
2

i

i
x

f x
ρ ≤

= ∑  . Το άθροισµα , αναφέρεται στους φυσικούς αριθµούς i  για τους 

οποίους οι ρητοί  iρ  δεν είναι µεγαλύτεροι του x .  

Η f  είναι ασυνεχής  σε κάθε ρητό ρκ   αφού για κάθε x και για κάθε δ µε 0<x< ρκ ή 

|x-ρκ|<δ ⇒
1| ( ) ( ) |
2

f f xκ κρ − ≥   (άρνηση ορισµού της συνέχειας της f  στο ρκ  για 

ε= 1
2κ ) 

Στους αρρήτους του (0,1) η f είναι συνεχής . Πράγµατι, αν θεωρήσω τυχόν 

0 (0,1) \x ∈  και ε>0 , τότε n∃ ∈ , µε 
1

1
2i

i n
ε

∞

= +

<∑  

Αν 0
1

| |min i
i n

xδ ρ
≤ ≤

= −  τότε για κάθε (0,1)x ∈ µε 0| |x x δ− <  ισχύει ότι  

0
1

1| ( ) ( ) |
2i

i n
f x f x ε

∞

= +

− ≤ <∑ .     
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5.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Α. ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥΣ 

α) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής στο Ñ. 

β) Κάθε ρητή συνάρτηση είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της. 

γ) Κάθε άρρητη συνάρτηση είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της. 

δ) Εκθετική )( xα , λογαριθµική || x  συνάρτηση, ηµίτονο συνάρτηση συνηµίτονο, 

είναι συνεχής στο π.ο., τους. 

ε) Άθροισµα, διαφορά, πηλίκο, αλγεβρικά αντίστροφη σύνθεση, αντίστροφη, 

συνεχών συναρτήσεων, είναι συνεχείς συναρτήσεις. 

 Με αυτά µόνο,  µπορούµε να κατασκευάσουµε µία εξαιρετικά µεγάλη οικογένεια 

συνεχών συναρτήσεων µιας και ιστορικά είναι οι πρώτες που µελετήθηκαν ως 

εµφανιζόµενες στη φύση, όπου όλα τα φαινόµενα (τουλάχιστον του 

µακρόκοσµου) είναι “συνεχή” µη κβαντικά, µη ασυνεχή. 

 

Β. ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΛΑ∆ΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ: Παραθέτουµε µια στοιχειώδη 

κατασκευή για συνάρτηση µε δύο κλάδους (µε περισσότερους κάνουµε µια όµοια 

επέκταση). 

• Βρίσκουµε δύο συνεχείς συναρτήσεις ],/[ βαf  και ],/[ γβg  

• Σχηµατίζουµε την συνάρτηση :h  









∈
∈

=
],(),(
],[),(

)(
γβxxg
βαxxf

xh . 

• Απαιτούµε  

            )()(lim βfxg
βx

=
−→

     (1) 

 Για να έχει λύση η (1), δεν επιλέγουµε τις gf ,  τυχαία, αλλά σε µια γενικευµένη 

τους µορφή. Με αυτό τον τρόπο η εξίσωση (1) όχι µόνο έχει λύση αλλά µπορεί 

να έχει απειρία λύσεων, οι οποίες αντιστοιχούν σε απειρία παραδειγµάτων 

συνεχών συναρτήσεων. 

 Π.χ.   
]2,1/[)(

]1,0/[)(
2

2

ζxεxδxg

γxβxαxf

++=

++=
 

    γβαfζεδxg
x

++=++=
−→

)1(,)(lim
1

. 

 ∆ηλαδή πρέπει κι αρκεί γβαζεδ ++=++ . 
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 Άρα η :f  









∈−−++++
∈++

=
]2,1(),(
]1,0[,)( 2

2

xεδγβαxεxδ
xγxβxαxf  

 είναι συνεχής, στο πεδίο ορισµού της για κάθε ∈,,,,, εδγβα Ñ. 

 

Γ. ΑΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΠΛΗΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ 

• Εκλέγουµε µια συνάρτηση παντού συνεχή, έστω Axf /)(  

• Ορίζω 












=

∈
−

−
=

αxκ

αAx
αx

xfαx
xgg

,

}{\,)()(
)(:  µε Aα∈ , Α διάστηµα ή ένωση 

διαστηµάτων και )(αfκ ≠ . Τότε η g  έχει την ίδια γραφική παράσταση µε την f  

µε την διαφορά ότι είναι ασυνεχής στο α. 

Π.χ. Αν, /3)( xxf = Ñ 













=

≠
−
−

=
1,4

1,
1

)1(3
)(

x

x
x
xx

xg  

τότε η g  γεωµετρικά, είναι η ευθεία xy 3=  της οποίας το σηµείο (1, 3)  έχει 

ανυψωθεί κατά µία µονάδα. 

Για περισσότερα σηµεία ασυνέχειας κάνουµε ανάλογη εργασία. 

 

∆. ΣΥΝΕΧΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗ: Εφόσον υπάρχει ένα όριο της µορφής 

λ
xg
xf

xx
=

→ )(
)(lim

0

∈  µε 0x ∈ , 0x  σ.σ. του πεδίου  ορισµού της 
)(
)(

xg
xf και  









∉

g
fx D0  τότε έχω συνεχή επέκταση της )(x

g
f  ως ακολούθως: 













=









∈=

0,

),()(
xxλ

g
fxx

g
f

xh D . 
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6.   ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ : BOLZANO-ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ 

ΚΛΕΙΣΤΟ ∆ΙΑΣΤΗΜΑ- ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 

6.1. ΘΕΩΡΗΜΑ BOLZANO 

 
 

1. Να αποδείξετε µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα ότι η προϋπόθεση της 

συνέχειας της f  στο ],[ βα  στο θεώρηµα Bolzano, είναι ουσιώδης ώστε να 

ισχύει το συµπέρασµά του. 

Συγκεκριµένα: 

(i) Η υπόθεση της συνέχειας της f  στο ),(0 βαx ∈  απολύτως αναγκαία 

(ii) Επίσης η συνέχεια στα άκρα α και β. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η προϋπόθεση της συνέχειας της f  στο ],[ βα  είναι ουσιώδης, διότι 

έστω και σε ένα σηµείο 0x  του ],[ βα  να µη είναι συνεχής η f, είναι δυνατόν να µην 

ισχύει το συµπέρασµα της ύπαρξης ρίζας της 0)( =xf  στο ],[ βα . 

(i) Έστω 
2, αν [ 1,0)

:[ 1,1] ( ) 1, αν 0
2, αν (0,1]

x
f f x x

x
µε

− ∈ − 
 − → = = 
 ∈ 

 

 Για την f ισχύουν: 

• Είναι ορισµένη στο κλειστό ]1,1[−  

• 04)2)(2()1()1( <−=+−=⋅− ff  

• Είναι ασυνεχής στο 00 =x , αφού  
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  )0(12)(lim2)(lim
00

fxfxf
xx

=≠+=≠−=
+− →→

 

• Είναι συνεχής }0{\]1,1[0 −∈∀ x . 

Όµως 0)(:]1,1[ =−∈∃/ xfx  µιας και η f εξ ορισµού είναι διάφορη του 

µηδενός για κάθε ]1,1[−∈x . 

(ii) Για την ασυνέχεια στα άκρα: 

 Θεωρώ την συνάρτηση 








=−
−∈

=
1αν,2

)1,1[αν,2
)(:

x
x

xgg . 

 Για την g  ισχύουν: 

• Είναι ορισµένη στο ]1,1[−  

• 04)2(2)1()1( <−=−⋅=⋅− ff  

• Είναι ασυνεχής στο 10 =x , διότι  )1(22)(lim
1

fxf
x

=−≠=
→

 

• Είναι συνεχής )1,1[−∈∀ x . 

Όµως (επίσης εξ ορισµού) ]1,1[0)( −∈∀≠ xxf . 

Ανάλογο αντιπαράδειγµα µπορούµε να παραθέσουµε και για ασυνέχεια στο 

αριστερό άκρο του διαστήµατος. 

2. «Αν f συνεχής στο ],[ βα  µε 1)( <αf  και 1)( >βf , τότε υπάρχει 

0)(:),( =∈ κfβακ ». 

Να αποδειχθεί η πρόταση αυτή δεν αληθεύει.. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ∆εν αληθεύει. Για παράδειγµα , αν  →





2
3,

2
1:f Ñ: µε 2)( xxf = . 

Τότε 1 1 1
2 4

f   = < 
 

, 1
4
9

2
3

>=





f , όµως η εξίσωση 000)( 2 =⇔=⇔= xxxf  





∉

2
3,

2
1  

3. Να αποδειχθεί ότι η µη ισχύς των υποθέσεων του Θ. Bolzano δεν σηµαίνει 

ότι η εξίσωση 0)( =xf  δεν έχει ρίζες στο ],[ βα . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

(i) Για την f :[-1,1] →  µε  2( )f x x=  έχω 

• f  συνεχής στο ]1,1[−  
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• 01)1()1( >=⋅− ff  (∆εν εκπληρούται προϋπόθεση του Θ. Bolzano) και η 

0)( =xf  έχει ρίζα το 0. 

∆ηλαδή, παρότι δεν εκπληρούται µία των προϋποθέσεων του Θ.Bolzano, εν 

τούτοις, η εξίσωση 0)( =xf  έχει µια ρίζα στο κλειστό πεδίο ορισµού της ]1,1[− . 

(ii) Για την 
{ }1 2 2ηµ , , \ 0

: ( )
0, 0

x x
g g x x

x
π π

  ∈ −  =   
 = 

 έχω: 

• Είναι συνεχής 



−∈

ππ
x 2,2  , διότι απειροστή επί φραγµένη συνάρτηση, δίνει 

απειροστή και άρα  
0 0

1lim ( ) lim (0) 0
x x

g x gχηµ
χ→ →

= = = ) 

• 0412)1(222
2 >=⋅−






−=






⋅






−

ππππ
g

π
g  και η g  έχει άπειρες ρίζες στο 

διάστηµα 



−

ππ
2,2 . 

∆ηλαδή το Θ. Bolzano είναι µια ικανή συνθήκη για την ύπαρξη µιας 

τουλάχιστον ρίζας της εξίσωσης 0)( =xf  στο διάστηµα ],[ βα  αλλά όχι και 

αναγκαία. 

4. ∆είξτε, ότι αν εκπληρούνται οι υποθέσεις του Θ. Bolzano, δεν σηµαίνει ότι 

θα έχω µία µόνο ρίζα. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα παραθέσουµε παραδείγµατα, όπου εκπληρούνται οι συνθήκες του 

Θ. Bolzano και η εξίσωση 0)( =xf  έχει ∈n Í διακεκριµένες ρίζες (n περιττός) από 

το σύνολο ⊆<<<<= }...{ 321 nααααA Ñ. 

Η ))...()(()(: 21 nαxαxαxxff −−−= , 0>α  ορισµένη στο διάστηµα ],[ βα  όπου 

1αα <  και βαn <  πληροί τις συνθήκες του Θ. Bolzano αφού 

• Είναι ορισµένη στο ],[ βα  και συνεχής σε αυτό ως πολυωνυµική. 

• 0))...()(()( 21 <−−−= nαααααααf  αφού κάθε παράγοντας σε παρένθεση είναι 

αρνητικός και το πλήθος των παραγόντων είναι περιττό. 

0))...()(()( 21 >−−−= nαβαβαββf  αφού όλοι οι παράγοντες είναι θετικοί. 

Έτσι 0)()( <⋅ βfαf . 

Η 0)( =xf  έχει n  διακεκριµένες ρίζες nααα ,...,, 21  και όχι µόνο µία. 
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Το Θ. Bolzano εξασφαλίζει µία τουλάχιστον ρίζα. 

5. Υπάρχει παράδειγµα συναρτήσεως που δεν  πληροί τις συνθήκες της 

υποθέσεως του Θ. Bolzano, «στον µέγιστο δυνατό βαθµό» ενώ παράλληλα  

πληροί το συµπέρασµα, επίσης «στον µέγιστο δυνατό βαθµό». 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: «Ιδανικό» παράδειγµα αποτελεί η συνάρτηση του Dirichlet. 









=
άρρητοςαν,0
ρητόςαν,1

)(:
x
x

xff  ορισµένη στο ],[ βα  , µε ∈βα, Ñ. 

Γι’ αυτήν ισχύει: 

• ∀≥⋅ 0)()( βfαf ∈βα, Ñ (∆ηλαδή η άρνηση  της συνθήκης ( ) ( ) 0f fα β⋅ < ) 

• Η f ασυνεχής ],[0 βαx ∈∀  (∆ηλαδή δεν είναι συνεχής ούτε σε ένα σηµείο του 

πεδίου ορισµού της) 

Ως αντίστοιχο «συµπέρασµα» έχουµε ότι η 0)( =xf  έχει άπειρες ρίζες στο πεδίο 

ορισµού της και µάλιστα υπεραριθµήσιµες! 

Μάλιστα, και το πεδίο ορισµού µπορεί να θεωρηθεί  απεριόριστα µικρού πλάτους  

(δηλαδή εαβ <− , 0>∀ε ) χωρίς να επηρεάζονται αυτά που ισχύουν για την 

συνάρτηση αυτή. 

6.2. ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝ∆ΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ 

1. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση για την οποία να ισχύει το συµπέρασµα 

του θεωρήµατος ενδιαµέσων τιµών χωρίς η συνάρτηση να είναι συνεχής. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την : [ 1,1]h − → µε 
1 , 0 1

( )
1 , 1 0

x x
h x

x x
αν

αν
− ≤ ≤ 

=  − − − ≤ < 
 

Τότε (( 1,1]) ( 1,1]h − = − , ενώ η h  ασυνεχής στο 0 0x = . 

Ένα άλλο αρκετά  πιο σύνθετο παράδειγµα όπου όµως το συµπέρασµα ισχύει σε 

οσοδήποτε µικρό διάστηµα που περιέχει το 0  και η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο 

0 είναι το εξής: 

Έστω η  συνάρτηση 












=

≠=
0,0

0,1ηµ)(:
x

x
xxff  για την οποία ισχύει ότι δεν είναι 

συνεχής στο 0. 
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f(x )=sin (1 /x )

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1 41.4

x

f(x)

 

Άρα  κάθε περιορισµός της f  σε διάστηµα της µορφής 





− vv

ππ
10

,
10

, ∈n( Í) θα 

είναι επίσης ασυνεχής συνάρτηση. Το συµπέρασµα του Θεωρήµατος ενδιαµέσων 

τιµών, ισχύει για κάθε περιορισµό της f  στα ανωτέρω διαστήµατα. 

Πράγµατι, έστω )( 1xf , )( 2xf  µε )()( 21 xfxf ≠  και 





−∈ vv

ππxx
10

,
10

, 21 . 

Τότε 1)()(1 21 ≤<≤− xfxf  (χωρίς βλάβη της γενικότητας). Θα δείξω ότι η f , 

µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή κ µεταξύ των )(),( 21 xfxf . 

∆ιακρίνω περιπτώσεις: 

1) Αν τα 21, xx  είναι ή και τα δύο δεξιά του µηδενός ή και τα δύο αριστερά του 

µηδενός, τότε στο ],[ 21 xx  εφαρµόζεται το Θ.Ε.Τ αφού η ],/[ 21 xxf  είναι 

συνεχής. 

2) Αν τα 21, xx  είναι εκατέρωθεν του µηδενός, τότε θεωρώ την ακολουθία 

0

2

1
→

+
=

πκπ
xn , ∈∀≠ κxκ 0 Í. Αυτή, οσοδήποτε κοντά στο 0, έχει άπειρους 

όρους της. ∆ηλαδή στο διάστηµα |)||,|( 00 xx +−  περιέχονται άπειροι όροι της 
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κK , όπου |}||,min{||| 210 xxx = . ∆ηλαδή 000 |)||,|( κκxxxκ ≥∀−∈ , άρα και 

για 02κκ ≥ .  

Όµως 
02 0( ) ηµ 2 1

2
f x κ

πκ π = + = 
 

  και  
02 1 0( ηµ (2 1) 1

2
f x κ

πκ π+
 = + + = −  

 στο 

διάστηµα ),(|||,|(],[ 2100122 00
xxxxxxA κκ ⊂−⊂= +  η Af /  είναι συνεχής και 

άρα λαµβάνει όλες τις τιµές µεταξύ των )(
02κxf  και )( 12 0 +κxf . Εποµένως κατά 

µείζονα λόγο και µεταξύ των )( 1xf  και )( 2xf . 

3) Αν 01 =x  ή 02 =x , θεωρώ το διάστηµα (αναλόγως) ),0( 1x  και την ακολουθία 

2
2

1
πκπ

xn
+

=  και εργάζοµαι όπως προηγουµένως. 

Αν το διάστηµα είναι της µορφής )0,( 1x  θεωρώ την ακολουθία 

2
2

1
πκπ

xn
+

−=′  

και εργάζοµαι οµοίως. 

2. Να εξετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο του Θ.Ε.Τ. δηλαδή: «Αν για την µη 

σταθερή →],[: βαf Ñ ισχύει ότι ],[, 21 βαxx ∈∀  η f παίρνει όλες τις 

ενδιάµεσες τιµές µεταξύ των )( 1xf , )( 2xf , τότε η f  είναι συνεχής στο 

],[ βα .» 

Αν δεν ισχύει, να διατυπώσετε πρόσθετη συνθήκη, ώστε να ισχύει το 

συµπέρασµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση :[0, 2]f →Ñ µε 
















∈+−

∈
=

αλλού,0
]2,1(καιάρρητoςαν,2

]1,0[καιρητόςαν,
)( xxx

xxx
xf  

• Η f  είναι ασυνεχής }1{\]2,0[∈∀ x  και συνεχής στο 1 (Η απόδειξη ανάλογη µε 

προηγούµενες οµοειδείς) 

• Η f  έχει µέγιστο στο 1)1( =f  και ελάχιστο το 0. ∆ηλαδή 1)(0 ≤≤ xf  

]2,0[∈∀ x .  

Η f  λαµβάνει οποιαδήποτε τιµή  κ  µεταξύ 0 και 1. 
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• Αν κ άρρητος ∈∃ 0x Ñ: 0 2x κ= − , 0x  άρρητος, 21 0 << x ( 21 <<⇔ κ ) και 

κκxf =+−−= 2)2()( 0  

• Αν κ ρητός, ∈′∃ 0x Ñ: κx =′0 , )1,0(0 ∈′x ,  0x  ρητός και κxf =′ )( 0 . 

Για να ισχύει το συµπέρασµα, θα πρέπει να υπάρχει και η συνθήκη για το γνησίως 

µονότονο της f . 

6.3. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟ ∆ΙΑΣΤΗΜΑ, ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 

1. Να εξετασθεί αν αληθεύει η παρακάτω πρόταση: «Αν :f ∆ →  συνεχής, 

τότε η  f  έχει ολικό µέγιστο και ολικό ελάχιστο.» 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής.  

Ως αντιπαράδειγµα έχω: 

:[0,1)f → µε 2( )f x x=  , είναι συνεχής στο [0,1) αλλά δεν έχει µέγιστη τιµή , 

αφού { }sup ( ) : 0 1 1f x x≤ < =  και 2[0,1): ( ) 1x f x x∃ ∈ = = . 

 

Ένα δεύτερο  αντιπαράδειγµα είναι το εξής:  

. η ),(
))((

1)(: βα
βxαx

xff
−−

= . 

Για την f  ισχύουν 

• ),(0)( βαxxf ∈∀<  και συνεχής στο αυτό. 

• Στην θέση 
2
βαx +

=  έχω ολικό µέγιστο, δηλαδή ),()(
2

βαxxfβαf ∈∀≥





 +  

• )(lim)(lim)(lim)(lim xfxfxfxf
βxβxαxαx −+ →→→→

==−∞==  

∆ηλαδή η f  είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της, έχει µέγιστο, 

αλλά δεν έχει ελάχιστο. Συνεπώς η πρόταση είναι ψευδής, αφού βρήκαµε συνάρτηση 

εκπληρούσα τις υποθέσεις της προτάσεως, αλλά όχι το συµπέρασµά της. 

Ένα τρίτο  αντιπαράδειγµα είναι η  







−=

2
,

2
εφ)(: ππxxgg  η οποία: 

• Είναι συνεχής σε κάθε 





−∈

2
,

2
ππx  
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• ∆εν έχει ούτε µέγιστο ούτε ελάχιστο, καθώς −∞=
+

−→

)(lim

2

xf
πx

 και 

+∞=
−

→

)(lim

2

xf
π

x

. ∆ηλαδή δεν είναι ούτε άνω, ούτε κάτω φραγµένη. 

Να σηµειώσουµε, ότι η πρόταση είναι  αληθής για κλειστά διαστήµατα της 

µορφής ],[ βα . 

2. Είναι γνωστή η ισχύς της προτάσεως: «Αν η f  είναι συνεχής στο κλειστό 

],[ βα , τότε η f  έχει ένα ολικό µέγιστο και ένα απόλυτο ελάχιστο στο ],[ βα .» 

Να δείξετε τα εξής: 

1) Η υπόθεση της συνέχειας στο ),(0 βαx ∈  είναι απαραίτητη για την ισχύ του 

θεωρήµατος 

2) Η υπόθεση της συνέχειας στα άκρα του διαστήµατος είναι επίσης 

απαραίτητη. 

3) Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

1) Έστω 
1, αν [ 1,0)

: ( ) 0 αν 0
1 αν (0,1]

x x
f f x x

x x

+ ∈ − 
 = = 
 − ∈ 

. Η f  είναι ασυνεχής µόνο στο 

σηµείο 00 =x , διότι )(lim11)(lim0)0(
00

xfxff
xx −+ →→

=≠−=≠=  και ως έχουσα 

πολυωνυµικούς κλάδους είναι 

συνεχής στα διαστήµατα που 

ορίζονται αυτοί. 

Η f  δεν έχει ούτε µέγιστο, ούτε 

ελάχιστο, και γι’ αυτό αρκούσε η 

ασυνέχεια σε ένα µόνο σηµείο του 

πεδίου ορισµού της. 

Πράγµατι, το πεδίο τιµών της είναι 

το )1,1(−  το οποίο ως ανοικτό, δεν έχει 

µέγιστο ή ελάχιστο. 

 

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

x

f(x)
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0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 1 .2 1 .4 1 .6 1 .8 2 2 .2 2 .4 2 .6 2 .8 3 3 .2 3 .4 3 .6

0 .5

1

1 .5

2

2 .5

3

3 .5

x

f ( x )

2) Έστω )1,1/()(: −= xxgg . Η f  συνεχής )1,1(−∈∀ x  αλλά το πεδίο τιµών της 

είναι επίσης το )1,1(−  όπου εκεί δεν έχω ούτε µέγιστο, ούτε ελάχιστο. 

Επίσης η )1,1/[−g  έχει ελάχιστο αλλά όχι µέγιστο όπως και η ]1,1/(−g  έχει 

µέγιστο, αλλά όχι ελάχιστο.  

Επίσης αν 
















=
−=
−∈

=
1,0

1,0
)1,1(),(

)(
x
x
xxg

xh  είναι 

ορισµένη στο ]1,1[−  και δεν έχει επίσης 

µέγιστο ή ελάχιστο. 

 

3) Η συνάρτηση  

 eef += 1)(  έχω ολικό µέγιστο 

 0)0( =f   έχω ολικό ελάχιστο. 

 Ενώ η f  είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο 

του ],0[ e . Άρα δεν ισχύει το αντίστροφο. 

 

 

 

3. Ως πόρισµα της προηγούµενης πρότασης είναι ότι «Αν η f  συνεχής στο 

],[ βα , τότε η f  φραγµένη στο ],[ βα ». 

Να αποδείξετε τα εξής: 

1) Η προϋπόθεση της συνέχειας είναι απολύτως απαραίτητη ώστε να ισχύει το 

συµπέρασµα 

2) Να εξεταστεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

1) Η συνάρτηση 












=

−∈=
0αν,

}0{\]1,1[αν,1
)(:

xα

x
xxff  είναι ασυνεχής µόνο στο 

σηµείο 00 =x  διότι 
x

xfαf
xx

1lim)(lim)0(
00 +− →→

=+∞≠=−∞≠= . Η ασυνέχεια 

όµως µόνο σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της, αρκεί ώστε να την καθιστά 

ούτε άνω ούτε κάτω φραγµένη. 

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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1. άρρητος και [0, ]
: ( )

, ρητός και [0, ]
x x x e

x
x x x e

φ φ
+ ∈ 

=  ∈ 
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2) Το αντίστροφο δεν ισχύει, αφού α.χ. η συνάρτηση του Dirichlet 









∈
∈

=
],[καιάρρητοςαν,0

],[καιρητόςαν,1
)(:

βαxx
βαxx

xff  είναι φραγµένη, (αφού 

1)(0 ≤≤ xf  ],[ βαx ∈∀ ) αλλά  είναι ασυνεχής,   στο  ],[ βα . 

 

4. Ισχύει η πρόταση: «Αν η f  είναι συνεχής και γνησίως µονότονη στο ],[ βα , 

τότε είναι “ 11− ” και “επί” του )](),([ βfαf  ή )](),([ αfβf ». 

1) Να αποδείξετε, ότι η συνέχεια και η γνήσια µονοτονία, είναι απολύτως 

απαραίτητες υποθέσεις για την ισχύ του συµπεράσµατος. 

2) Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

1) α)  Η 
1, αν [0,1)

:[0, 2] ( )
, αν [1, 2]

x
f f x

x x
µε

∈ 
→ =  ∈ 

 είναι 

• Ορισµένη στο ]2,0[  

• Συνεχής ]2,0[∈∀ x  όπως εύκολα διαπιστώνεται 

• Παρατηρούµε, ότι  η f  δεν είναι γνησίως µονότονη ,  αφού 10 <  και 

1)1()0( == ff . 

 Η  f , δεν είναι “ 11− ”, αφού 1)1()0( == ff  και 0 1≠  

 β) Η 








∈
∈

=
]2,1[,2
)1,0[,

)(:
xx
xx

xgg  είναι 

• Ορισµένη στο ]2,0[  

• Συνεχής }1{\]2,0[∈∀ x  

• Ασυνεχής µόνο στο 1=x  

• Γνησίως αύξουσα στο ]2,0[  

Όµως η g  δεν είναι “επί” του ]4,0[)]2(),0([ =ff  αφού ]4,0[
2
3

∈  όµως δεν 

υπάρχει 
2
3)(:]2,0[ =∈ xfx . Πράγµατι, αν 

2
3)( =xf  τότε 
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∉=⇔=

∉=

]2,1[
4
3αφούαιαπορρίπτετ,

4
3

2
32ή

]1,0[
2
3αφούαιαπορρίπτετ,

2
3ή

xx

x
. 

Συνοψίζοντας, φθάνει ένα σηµείο ασυνέχειας ώστε η συνάρτηση να µη 

είναι “επί” και φθάνει επίσης η απλή µονοτονία, έτσι ώστε η συνάρτηση να 

µην είναι “ 11− ”. 

3) Η 








∈+−
∪∈

=
]2,1[αν,3

]3,2()1,0[αν,
)(:

xx
xx

xhh . Η h  έχει τις ιδιότητες: 

•    Ορίζεται στο ]3,0[  

•    Έχει πεδίο τιµών ]3,0[)]3(),0([ =ff  

•    Είναι “ 11− ” και “επί” του ]3,0[ . 

Όµως η h  δεν είναι γνησίως µονότονη, όπως φαίνεται και από το διάγραµµά 

της. 

 

5. Υπάρχει συνάρτηση :f → που δεν είναι µονότονη και ο περιορισµός της 

σε κάθε ανοικτό διάστηµα (α,β) να µην είναι µονότονη; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη 







−

=
ρητόςαν,1
άρρητoςαν,1

)(:
x
x

xff  που είναι ορισµένη 

στο Ñ. Τότε σε κάθε ⊂),( βα Ñ υπάρχει ρητός και άρρητος λόγω της πυκνότητας των 

ρητών και των αρρήτων στο Ñ. Άρα αν βα < , τότε ∈∃ 21, pp Ð και ∈κ Ñ\Ð: 

βpκpα <<<< 21  και 1)(1)(( 1 =<−= κfpf  και 1)(1)( 2 −=>= pfκf ). 

∆ηλαδή η f  δεν είναι µονότονη σε κάθε διάστηµα ),( βα ,  

 

6. Να αποδειχθεί, ότι η αντίστροφη συνάρτηση µιας “ 11− ” και συνεχούς 

συναρτήσεως, δεν είναι κατ’ ανάγκη συνεχής συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ]2,0[]3,2[)1,0[: →∪f  µε 









∈−
∈

=
]3,2[αν,1
)1,0[αν,

)(
xx
xx

xf . Η f  είναι συνεχής, διότι στα δύο υποδιαστήµατα 
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του πεδίου ορισµού της είναι συνεχής και δεν υπάρχει κοινό σ.σ. των δύο 

διαστηµάτων. 

Η f  είναι “ 11− ”, διότι: 











=−
>−=−⇒−=

=⇒−=−
=

⇒=

αι)απορρίπτετ(οµοίως1
1αφούαιαπορρίπτετ11

11
)()(

21

121221

2121

21

21

xx
xxxxxx

xxxx
xx

xfxf  

]3,2[),1,0[ 21 ∈∈∀ xx . 

Η f  έχει πεδίο τιµών το ]2,0[  και είναι επί σε αυτό. ∃  η →− ]2,0[:1f Ñ και 









∈+
∈

=−

]2,1[,1
]1,0[,

)(1

yy
yy

yf  η οποία είναι ασυνεχής στο 1, αφού 

1)(lim2)1( 1

1

1 =≠= −

→

−
−

yff
y

. 

 

6.4. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑΤΩΝ ΣΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ BOLZANO: 

α) Κατασκευή συνάρτησης και διαστήµατος στο οποίο εφαρµόζεται το Θ. Bolzano. 

 Αρκεί να πάρουµε δύο σηµεία εκατέρωθεν µιας ρίζας µιας εξίσωσης. 

 Υπάρχουν αρκετοί τρόποι γι’ αυτό. Παραθέτουµε έναν κατασκευαστικά εύκολο, 

µε την έννοια ότι το παράδειγµα µπορεί να παραχθεί στιγµιαία από µνήµης. 

• Κατασκευάζουµε ένα πολυώνυµο οποιουδήποτε βαθµού αρκεί οι συντελεστές του 

να έχουν άθροισµα 0. 

• Αυτό το πολυώνυµο έχει ρίζα το 1. 

• Άρα το Θ. Bolzano εφαρµόζεται στο διάστηµα [0, 2] που περιέχει το 1, δεδοµένου 

ότι η πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής. 

Π.χ. 1243)( 27 −+−= xxxxf  (Ο τελευταίος όρος, το 1− , είναι αντίθετο του 

αθροίσµατος των προηγούµενων συντελεστών που έχουν ληφθεί εντελώς 

τυχαία) 

• 0)1( =f  κλπ. 

β) Ανάλογα εργαζόµαστε και για µη πολυωνυµικές συναρτήσεις. 

 Π.χ.  ⇒=
2
2

4
συν π  

    ⇒= 2
4

συν2 π  
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    ⇒= 2
4

συν4 2 π  

    ⇒=1
4

συν2 2 π  

    ⇒=





 −+ 01

4
συν2)1( 2 πκ  

    01
4

συν2
4

συν2 22 =−−+ κππκ . 

 Άρα, αν θεωρήσω την συνάρτηση 





−−+==

2
,01συν2συν2)()2( 22 πκxxκxfα . 

 Σε αυτήν θα εφαρµόζεται το Θ. Bolzano αφού 0
4

=





 πf  εκ κατασκευής. 

γ) Υπάρχουν και γενικές θεωρητικές ασκήσεις στο Θ. Bolzano, µια ειδική 

περίπτωση των οποίων µπορεί να τίθεται ως άσκηση. 

 Π.χ. «Αν →],[: βαf Ñ συνεχής στο ],[ βα  µε )()( βfαf = , να δείξετε ότι 

υπάρχουν ],[, βαyx ∈  µε 
2

|| αβxy −
=−  και )()( yfxf = ». 

 Μια ειδική περίπτωση της παραπάνω άσκησης διατυπώνεται ως εξής: 

 «Αν →]1,0[:f Ñ, συνεχής µε )1()0( ff = , τότε να δείξετε ότι :
2
1,00 



∈∃ x  







 +=

2
1)( 00 xfxf ». 

 Υπόδειξη: Εφαρµόζω Θ. Bolzano στην 





 +−=

2
1)()( xfxfxF  κλπ. 

 Για τη γενική περίπτωση, οµοίως θεωρώ )()()( yfxfxF −=  και εκφράζω το y  

συναρτήσει του x , εργαζόµενος αναλόγως. 

δ) Ειδικές περιπτώσεις της γενικής άσκησης. Θεωρούµε την εξίσωση  

          0)()(
=

−
+

− βx
xB

αx
xA ,      (1) 

 βα < , αx ≠ , βx ≠ , )(xA , 0)( >xB  ],[ βαx ∈∀ . Τότε η (1) έχει µια 

τουλάχιστον ρίζα στο ),( βα . 

 Υπόδειξη: Απαλείφουµε τους παρονοµαστές στην (1), θεωρούµε κατάλληλη 

συνάρτηση f  όπου εφαρµόζουµε το Θ. Bolzano. 
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ε) Αν →],[: βαf Ñ συνεχής και 0)()( <⋅ βfαf  και ∈nm, Í* τότε 

)()())((:),( 00 βnfαmfnmxfβαx +=+∈∃  (Μια οποιαδήποτε ειδική 

περίπτωση). 

στ) Κάθε πολυώνυµο περιττού βαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές έχει µία 

τουλάχιστον πραγµατική ρίζα. 

ζ) Η εξίσωση 0ηµ =+− βxxα  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο ],0[ βα + , 

)0,( >βα . 

η) Η εξίσωση  

                            0
2

2

1

1 =
−

++
−

+
− n

n

αx
κ

αx
κ

αx
κ

    (1) 

 µε 0>iκ  ni )1(1=∀ , iα  πραγµατικοί έχει 1−n  ρίζες διαφορετικές µεταξύ τους. 

(Μία άλλη γενίκευση του δ) ) 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 226 

7.      ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
7.1. ΟΡΙΣΜΟΣ , ΣΥΝΘΗΚΗ LIPSCHITZ KAI ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

1. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεων: ⊆Af / Ñ και ⊆Bf / Ñ που να είναι 

και οι δύο συνεχείς. 

Η f  στο Α να είναι οµοιόµορφα συνεχής και στο Β να µη είναι. 

Να εξηγηθεί γιατί συµβαίνει αυτό και να δοθεί απόδειξη της µη οµοιόµορφης 

συνέχειας. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

• Θεωρώ την ],/[)(: 2 ααxxff −=  ( 0>α ) η οποία είναι προφανώς συνεχής στο 

],[ αα− . Έχω: 

      ||2|||||||)()(| 22 yxαyxyxyxyfxf −≤+−=−=−    (1) 

Έτσι, 0>∀ε , θεωρώ 
α
εδ

2
=  (το δ εξαρτάται µόνο από το ε) για το οποίο έχω: 

     ⇒<− δyx ||  

     ⇒<−
α
εyx

2
||  

     ⇒<− εyxα ||2      (1) 

     εyfxf <− |)()(| , 

δηλαδή η ],/[ ααf −  είναι και οµοιόµορφα συνεχής. 

• Θεωρώ τώρα την /)(: 2xxff = Ñ, η οποία είναι συνεχής. Θα δείξω ότι δεν είναι 

οµοιόµορφα συνεχής. Πρώτα όµως θα δώσουµε µια εξήγηση για την αδυναµία 

απόδειξης της οµοιόµορφης συνέχειας στο Ñ. 

Προηγουµένως καταλήξαµε στην (1) εκµεταλλευόµενοι το ότι η παράσταση 

|| yx +  είναι φραγµένη στο ],[ αα− . Στο Ñ όµως η παράσταση || yx +  δεν είναι 

φραγµένη. Συνεπώς, όσο µικρό κι αν επιλέξουµε το δ (δηλαδή την διαφορά 

|| yx − ) επειδή το || yx +  µπορεί να γίνει οσοδήποτε µεγάλο, τότε και η 

|)()(||||| yfxfyxyx −=−⋅+  µπορεί να ξεπεράσει οποιονδήποτε αριθµό. 

∆ίνουµε τώρα την απόδειξη της µη οµοιόµορφης συνέχειας αυστηρά: 

Θα δείξω, ότι για δεδοµένο ε (π.χ. 2=ε ) δεν υπάρχει 0>δ  που να ικανοποιεί τον 

ορισµό της οµοιόµορφης συνέχειας ∈∀ x Ñ. 



 227 

Η απόδειξη θα γίνει µε απαγωγή σε άτοπο. 

Έστω ότι 

    2|)()(||:|0 <−⇒<−>∃ yfxfδyxδ     (2) 

Η (2) ισχύει για το δ και για κάθε µικρότερό του θετικό, άρα και για δθ <<0 . 

Εκλέγω θx = , 
θ

θy 1
+= . Τότε 

⇒<−⇒<=− 2|)()(||| yfxfδθyx  

         ⇒<





 +− 21 2

2

θ
θθ  

           2 2
2

12 2θ θ
θ

− − − < ⇒  

            01
2 <
θ

 άτοπο. 

 

2. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως f µε πεδίο ορισµού το Ñ που να είναι 

οµοιόµορφα συνεχής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /ηµ)(: xxff = Ñ είναι οµοιόµορφα συνεχής στο Ñ. Πράγµατι, 

               
2

ηµ2|ηµηµ| yxyx −
=−  συν 2 ηµ 1 2 | |

2 2 2
x y x y x y x y− − −

≤ ⋅ ≤ = −        

(2) 

Άρα 0ν εΑ > , επιλέγω εδ = , οπότε εyxδyx <−⇒<− |ηµηµ|||
)1(

, και άρα η  f  

είναι οµοιόµορφα συνεχής .  

Παρατήρηση: Το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης, παίζει καθοριστικό ρόλο στην 

οµοιόµορφη συνέχεια: π.χ. η :f →  µε ( )f x x=  δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής, 

ενώ αν την περιορίσω για  :[0, 2]f →  , η  f / [0,2]   είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

 

3. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης f ορισµένης σε ανοιχτό και φραγµένο 

διάστηµα, η οποία να µην είναι οµοιόµορφα συνεχής 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: )1,0(1)(:
x

xff =  
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1ος ΤΡΟΠΟΣ: 

Έστω 01 >=ε . Θα δείξω ότι για τον συγκεκριµένο ε, δεν υπάρχει 0>δ  ώστε να 

εκπληρούται ο ορισµός )1,0(, ∈∀ yx . 

Επιλέγω )1,0(∈= δx  και )1,0(
2

∈=
δy . Το δ µπορεί να είναι οσοδήποτε µικρό, 

θετικό και µικρότερο του ε )0( εδ << . Τότε 

1 2 1( ) ( ) 1
2 2

x y f x f yδ δδ δ ε
δ δ δ

− = − = < ⇒ − = − = > = . 

Η (1) ισχύει 0>∀δ . 

Άρα η f  δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

2ος ΤΡΟΠΟΣ: Θα δείξω το µη οµοιόµορφο της σύγκλισης µε την άρνηση του 

ακολουθιακού ορισµού. 

Θεωρώ ακολουθίες 
n

xn
1

=  και 
1

1
+

=
n

yn  για τις οποίες ισχύει  

0
)1(

1lim
1

11lim)lim( =
+

=







+
−=−

nnnn
yx nn  

ενώ 

01|)1||)()(| →/=+−=− nnyfxf nn . 

Εποµένως η )1,0(1)(
x

xf =  δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

 

4. Να δειχθεί, ότι το γινόµενο δύο οµοιόµορφα συνεχών συναρτήσεων , δεν 

είναι κατ΄ ανάγκην οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω /)( xxf = Ñ, )()( xfxg = . 

Η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής, διότι ,x y∀ ∈  είναι  

| ( ) ( ) | | | | |f x f y x y x y− = − ≤ −            (1)  

H (1) είναι µία συνθήκη Lipschitz για κ=1 , οπότε η f συγκλίνει οµοιόµορφα. 

Ή µε άλλο τρόπο (µε βάση τον ορισµό) έχω : 

Αν ε>0 , τότε ∃  δ=ε , ώστε αν |x-y|<δ 
(1)
⇒ | ( ) ( ) |f x f y ε− <  και η f , συγκλίνει 

οµοιόµορφα. 
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Η 2))(( xxgf =⋅  όµως ( βλ. εφ. 1 του παρόντος κεφαλαίου) δεν είναι οµοιόµορφα 

συνεχής. 

Μια συνθήκη ικανή που πρέπει να εκπληρούται για να είναι και το γινόµενο δύο 

συναρτήσεων οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση, είναι οι gf ,  να είναι φραγµένες. 

 

5. Να δοθεί παράδειγµα όπου η f  οµοιόµορφα συνεχής αλλά η 1
f

 να µην είναι 

οµοιόµορφα συνεχής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /)( xxf = Ñ είναι οµοιόµορφα συνεχής, όµως η *1 1( )x
xf

 
= 

 
 

δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής (  βλ. εφ. 3 του παρόντος κεφαλαίου) 

 

6. Είναι γνωστό ότι «Αν µία συνάρτηση ικανοποιεί µία συνθήκη Lipschitz, 

είναι οµοιόµορφα συνεχής». 

Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο της ανωτέρω πρότασης. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η :[0, 2]f → µε  ( )f x x=  είναι συνεχής και επειδή ορίζεται σε 

κλειστό διάστηµα , θα είναι και οµοιόµορφα συνεχής. 

Έστω ότι η f  πληροί και τη συνθήκη Lipschitz. Τότε, 0>∃κ : 

     ]2,0[,|,||)()(| ∈∀−≤− yxyxκyfxf     (1) 

Για 0=y , από την (1) έχω ότι 

⇔−⋅≤− |0||0| xκx  

      ⇒∈∀≤ ]2,0[|,||| xxκx  

      ]2,0(,
||
||

∈∀≤ xκ
x
x  

      1 , (0, 2]x
x

κ≤ ∀ ∈ .     (2) 

Όµως +∞=
−→ xx

1lim
0

, δηλαδή 0>∀ ε  (άρα και για κε = ) 0>∃δ  

          κ
x

δx >⇒∈
1),0( .     (3) 
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Η (3) συνιστά αντίφαση σε σχέση µε την (2) που υποθέσαµε ότι ισχύει. 

Εποµένως δεν υπάρχει κ που να πληροί την (2) δηλαδή η f  δεν πληροί καµία 

συνθήκη Lipschitz. 

 

7. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει συνεχής και φραγµένη συνάρτηση, η οποία δεν 

είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την :f Ñ→Ñ µε )(συν)( 2xxf = . Είναι συνεχής ως σύνθεση 

των συνεχών συναρτήσεων xσυν  και 2x . 

Επίσης είναι φραγµένη αφού ∈∀≤≤− xx ,1)συν(1 2 Ñ. Θα δείξω ότι δεν είναι 

οµοιόµορφα συνεχής. 

Θεωρώ τις ακολουθίες πnxn = , πnyn )1( += . Τότε 

0
)1(

)1( →
++

−
=+−=−

πnπn
ππnπnyx nn  

ενώ 

02
2|)1(1|

2|)1(1|
|)1(συνσυν||)()(| →/=









=+−−
=−−

=+−=− πnπnyfxf nn . 

Εποµένως η f  δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

 

 

7.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΙΣ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΑ ΣΥΝΕΧΕΙΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ : 

 

α) Κάθε συνεχής συνάρτηση f  στο ],[ βα  είναι και οµοιόµορφα συνεχής σε αυτό. 

β) Αν : [0, )f +∞ →  συνεχής και :[ , )f a +∞ →  µε α>0 είναι οµοιόµορφα 

συνεχής , τότε η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [0, )+∞  . 

γ) Κάθε συνάρτηση f  που ικανοποιεί µία συνθήκη του Lipschitz είναι οµοιόµορφα 

συνεχής. 

δ) Κάθε συνεχής συνάρτηση σε ανοικτό ή ηµιανοικτό και φραγµένο διάστηµα, για 

την οποία υπάρχουν τα όρια στα άκρα του διαστήµατος και είναι πεπερασµένα, 

είναι οµοιόµορφα συνεχής. 
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ε) Κάθε περιοδική και συνεχής συνάρτηση :f → , είναι και οµοιόµορφα 

συνεχής. 

στ) Αν gf ,  οµοιόµορφα συνεχείς, τότε 

(i)   gf +  οµοιόµορφα συνεχής, 

(ii)   gf  οµοιόµορφα συνεχής µε την επιπλέον προϋπόθεση να είναι 

φραγµένες οι gf ,  

(iii) Η 
f
1 , είναι οµοιόµορφα συνεχής, εφόσον | ( ) | , ( )f x x D fδ≥ ∀ ∈  για 

κάποιο δ>0. 
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8.  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

8.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ: 

1.Είναι γνωστό από την µαθηµατική βιβλιογραφία, , ότι η  παράγωγος , ορίζεται 

σε σηµείο 0x  ενός διαστήµατος ∆ στο οποίο το 0x  είναι σ.σ.   

Υπάρχει όµως αριθµήσιµο σύνολο (δηλ. όχι διάστηµα) , όπως και κατάλληλα 

ορισµένη συνάρτηση f , στο οποίο µπορεί να ορισθεί  παράγωγος (µε τον ίδιο 

τρόπο)  σε ένα σηµείο του 0x .  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Τα σηµείο στο οποίο ορίζεται η παράγωγος, θα πρέπει υποχρεωτικά 

να είναι σ.σ. του ( )D f , άλλως δεν έχει νόηµα το όριο µέσω του οποίου ορίζεται η 

παράγωγος. 

Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι το εξής: 

Ñ→Af : µε ( ) xxf =  

όπου { }01
∪







 ∈= Ín,

n
A . 

Μοναδικό σ.σ. του Α είναι το 0, για το οποίο: 

( ) ( ) ( )
11

0
0

0
limlimlimlim

0
===

−
=

−
−

+∞→+∞→+∞→→ vn

n

vn

n

v

n

x x
x

x
xf

x
fxf

. 

Άρα ( ) 10 ='f . 

• Εποµένως, η  συνήθης νοητική αναπαράσταση- πρότυπο για την 

παραγωγισιµότητα ως της λείας γραµµής, σε κάθε σηµείο της οποίας µπορεί να 

υπάρξει εφαπτοµένη ευθεία, δεν έχει εφαρµογή εδώ. Βεβαίως, αυτή η 

τροποποιηµένη έννοια της παραγώγου  , έχει να κάνει µόνο µε την ιδιαιτερότητα 

του πεδίου ορισµού της συνάρτησης και δεν έχει  µαθηµατική εφαρµογή ή άλλο 

ενδιαφέρον.  

• Να παρατηρήσουµε ακόµα ότι η  f  είναι συνεχής στο Α. 

 

2. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να ορίζεται στο Ñ  και να 

παραγωγίζεται σε ένα µόνο σηµείο. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε ÑÑ →:f  µε  
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( )








=
άρρητος  αν,
ρητός  αν,0

2 xx
x

xf  

θα δείξουµε το παραγωγίσιµο στο 0. 

( ) 00 =f    ( το 0 είναι ρητός). 

Πρέπει να υπάρχει το  

        ( ) ( ) ( )
x
xf

x
fxf

xx
limlim

00 0
0

→→
=

−
− .     (1) 

Θεωρώ xn ακολουθία ρητών, µε Í∈∀≠→ n,xx nn 0και 0 , τότε 

( )
00

limlim ==
+∞→+∞→ nvn

n

v xx
xf

. 

Θεωρώ yn ακολουθία άρρητων, µε Í∈∀≠→ n,yy nn 0και 0 , τότε  

( )
0limlimlim

2

===
+∞→+∞→+∞→

n
vn

n

vn

n

v
y

y
y

y
yf

. 

Εποµένως, όταν αυτό ισχύει για κάθε ακολουθία ρητών και για κάθε ακολουθία 

αρρήτων, τότε θα ισχύει και για οποιαδήποτε ακολουθία (βλέπε B5.1.11&12). 

Άρα , ( ) ( ) 00lim
0

==
→

'

x
f

x
xf . 

Η f  δεν είναι παραγωγίσιµη πουθενά αλλού, αφού αν ήταν θα ήταν και συνεχής εκεί, 

αλλά µπορεί να αποδειχθεί  (βλ.Β5.1.10 &15 ), ότι η f είναι συνεχής µόνο στο 00 =x , 

όπου τυχαίνει να είναι και παραγωγίσιµη.  

 

3. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να ορίζεται στο Ñ , να είναι 

συνεχής σε ένα µόνο σηµείο της και να µην παραγωγίζεται  σ΄ αυτό. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ÑÑ →:f  µε ( )








=
άρρητος  αν,
ρητός  αν,0

xx
x

xf . 

 

Για να είναι η  f  παραγωγίσιµη στο 0, θα πρέπει για κάθε ακολουθία 0→nx , να 

υπάρχει το 
( ) ( )

0
0

lim
−
−

+∞→ n

n

v x
fxf

 και να έχει µοναδική τιµή. 

Όµως, αν xn ακολουθία ρητών, µε ψ, τότε 
( )

00
limlim ==

+∞→+∞→ nvn

n

v xx
xf

. 
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Αν όµως yn ακολουθία αρρήτων, µε Í∈∀≠→ n,yy nn 0και 0 , τότε 

( )
11limlimlim ===

+∞→+∞→+∞→ vn

n

vn

n

v y
y

y
yf

. 

Άρα δεν υπάρχει παράγωγος στο 0 

Επίσης, πουθενά αλλού δεν υπάρχει παράγωγος, αφού αν υπήρχε κάπου, θα έπρεπε 

εκεί να ήταν συνεχής η f , πράγµα άτοµο, αφού η  f  έχουµε δείξει (             ) ότι είναι 

ασυνεχής παντού πλην του 0. 

4. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης  η οποία: 

• Να είναι παντού συνεχής στο Ñ . 

• Να παραγωγίζεται σε ένα µόνο σηµείο του Ñ . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Υπάρχει συνάρτηση παντού συνεχής στο Ñ  και πουθενά 

παραγωγίσιµη  . Μια τέτοια είναι το ιστορικό αντιπαράδειγµα του Weierstrass. 

Έστω φ η συνάρτηση αυτή του Weierstrass ή οποιαδήποτε άλλη µε την ίδια ιδιότητα. 

(παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη) 

Θεωρώ µια νέα συνάρτηση ÑÑ →:f  µε ( ) ( )xφxxf ⋅= .  Η  f  είναι συνεχής, ως 

γινόµενο συνεχών. 

Έχω: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0

00 limlimlim
000

φxφ
x

xφx
x

fxff
xxx

' ==
⋅

=
−
−

→→→
 

(λόγω ασυνεχείας της φ στο 0). 

Θα δείξω ότι η f  παραγωγίζεται µόνο στο 0. 

Έστω { }00 −∈ Ñx .  Τότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

−++
=

−+
→→ h

xφxhxφhx
h

xfhxff
hx

' 0000

0

00

0
limlim0  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x
h

xhxxhx
h

xhxx
hh

φφφφφφ
+

−+
=



 ++

−+
⋅

→→

0

0
00

00
0

0
limlim . 

Όµως, το 
( ) ( )

h
xφhxφ 00lim

−+
 δεν υπάρχει. 

Εποµένως και το ( )0xf '  δεν υπάρχει. 

5. Να αποδείξετε ότι αν µία συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σηµείο της, δεν 

έπεται κατ’ ανάγκην ότι είναι και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Υπάρχει συνάρτηση ÑÑ →:f  µε ( ) xxf = , η οποία είναι συνεχής 

στο Ñ , άρα και στο 00 =x , αλλά όπως θα δείξουµε, δεν είναι παραγωγίσιµη 00 =x . 

Πράγµατι ( )








<−
≥

==
0  αν
0  αν

x,x
x,x

xxf και  

( ) ( ) 11000
limlimlim

000
===

−
=

−+
+++ →→→ hhh h

h
h

fhf και  

( ) ( ) ( ) 11000
limlimlim

000
−=−==

−−
=

−+
−−− →→→ hhh h

h
h

fhf . 

∆ηλαδή, ( )011 '
δ

'
δ ff =−≠= , δηλαδή δεν υπάρχει η παράγωγος στο 0. 

 

6. Ένας φοιτητής ισχυρίζεται ότι ένας ισοδύναµος ορισµός της παραγώγου σε  

σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της  f , είναι ( ) ( ) ( )
h

hxfhxfxf
h

'

2
00

0
0 lim

−−+
=

→
. 

Μπορείτε να τον διαψεύσετε; 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) xxf = , η οποία όπως έχουµε δείξει 

(προηγούµενη εφαρµογή) δεν έχει παράγωγο στο σηµείο 00 =x .  

Σύµφωνα όµως µε τον τεθέντα ορισµό: 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0
2
0

222
000 limlimlimlim

0000

' ==
−−−

=
−−

=
−−+

=
++++ →→→→ hh

hh
h

hh
h

hfhff
hhhh

δ . 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2
0

222
0 limlimlimlim

0000

' ==
−−

=
−−

=
−−

=
−−−− →→→→ hh

h
h

hh
h

hfhff
hhhh

η
α . 

∆ηλαδή, ο «νέος ορισµός» δείχνει ύπαρξη παραγώγου στο 0, πράγµα εσφαλµένο. 

ΣΧΟΛΙΟ: Στην πραγµατικότητα, ο «νέος» αυτός ορισµός,  ορίζει την συµµετρική 

παράγωγο στη θέση x0. Όταν υπάρχει η (κανονική) παράγωγος στην θέση x0, 

συµπίπτει µε την συµµετρική παράγωγο, ενώ όταν υπάρχει η συµµετρική παράγωγος 

(όπως στο παράδειγµά µας) δεν συµπίπτει υποχρεωτικά µε την παράγωγο. 

Μπορεί να αποδειχθεί, ότι για την συµµετρική παράγωγο, εφόσον υπάρχουν και οι 

( ) ( )00 xf,xf '
δ

'
α ,          ισχύει ότι ( ) ( ) ( )[ ]000 2

1 xfxfxf '
δ

'
α

'
σ += .     (1) 

Αυτό σηµαίνει, ότι όταν ( )0xf '∃ , τότε ( ) ( ) ( )000 xfxfxf ''
δ

'
α ==  και από (1) έχω 

( ) ( )00 xfxf ''
σ = . 
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Αν όµως ( ) ( )00 xfxf '
δ

'
α ≠ , τότε δεν ορίζεται η παράγωγος του x0, αλλά ορίζεται η 

( )0xf '
σ , η οποία ουσιαστικά είναι η µέση τιµή αριστερής και δεξιάς παραγώγου  

(εφόσον υπάρχουν). 

7. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει συµµετρική παράγωγος σε σηµείο 

x0  µιας συνάρτησης  f , χωρίς να υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι στο x0. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε τη συνάρτηση ÑÑ →:f  µε  

( )








=
≠

=
00
0ηµ

x,
x,xx

xf  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2
0

2

1ηµ1ηµ

22
000 limlimlimlim

0000
==















−−

=
−−

=
−−+

=
+→→→→ hh

h
h

h
h

h
hfhf

h
hfhff

hhhh

'
σ

 

∆ηλαδή ( ) 00 =∃ '
σf . 

Αν υπάρχει η ( )0f ′ , θα πρέπει να υπάρχει το όριο: 

( ) ( )
hh

h
h

h
fhf

hhh

1ηµ
01ηµ00

limlimlim
000 +→→→

=
−

=
−+ . 

Για το τελευταίο όµως όριο, γνωρίζουµε (βλέπε  Β.4.1.3α) ότι δεν υπάρχει, αφού ούτε 
τα αµφιπλεύρως όρια στο 0 υπάρχουν, δηλαδή δεν υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι. 
 

8. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει η παράγωγος της συνάρτησης  

f+g στο  σηµείο x0, χωρίς να υπάρχει αναγκαστικά η παράγωγος των  f και  g  στο 

x0. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την  ( ) ( )












=

≠−=












=

≠=
 00

01
και 

 00

01

x,

x,
xxg,

x,

x,
xxf . 

Τότε ( )( ) Ñ∈∀=+ xxgf 0 και η f+g ως σταθερή είναι παραγωγίσιµη στο 0 και 

( ) ( ) 00 =+ 'gf . 

Όµως, ( ) ( ) ( )
1ηµ 00 0 1' 0 ηµlim lim lim 20 0 0

hf h f hf
h h hh h h

−+ −
= = = +∞

→ → →

. 

∆ηλαδή η παράσταση ( ) Ñ∉0'f , δεν παραγωγίζεται η f  στο 0. 

Οµοίως δείχνεται ότι και για την g δεν υπάρχει παράγωγος στο 0. 
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Να σηµειωθεί, ότι η µη ύπαρξη των παραγώγων των f, g στη θέση 0, εξασφαλίζεται 

και από την αναγκαία (αλλά µη ικανή συνθήκη) της συνέχειας των f και g , στο 0 που 

δεν εκπληρούται. 

 

9. Να αποδειχθεί η προηγούµενη πρόταση και για το γινόµενο  f·g δύο 

συναρτήσεων.  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την  ( ) xxf = και ( ) xxg −= . 

Στο σηµείο 00 =x δεν υπάρχει παράγωγος ούτε για την f , ούτε για την g, αλλά  

( )( ) ( ) Ñ∈∀−−=−⋅=⋅ x,xxxxxgf 022 , η οποία είναι παραγωγίσιµη Ñ∈∀x και 

( ) ( ) 00 =⋅ 'gf . 

Σχόλιο: Με τις ίδιες συναρτήσεις  f, g µπορώ να αποδείξω και την προηγούµενη 

πρόταση. 

10. Αν η  f·g παραγωγίσιµη στο α και η  f  παραγωγίσιµη στο α, τότε θα είναι και 

g παραγωγίσιµη στο α;  Να διατυπωθούν όσοι –τυχόν-πρόσθετοι περιορισµοί 

χρειάζονται γι’ αυτό. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έχω: 

   ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

⋅−+⋅+
=

⋅−+⋅
h

agαfhαghαf
h

αgfhαgf  

   ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
=

−+⋅++−++
h

afhαfhαgaghαghαf  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

αfhαfαg
h

αghαghαf −+
⋅+

−+
⋅+ .     (1) 

Επιλύοντας την (1) ως προς ( ) ( )
h

αghαg −+  λαµβάνω  

   ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )hαf

αg...
h

afhαf
h

afghαfg

h
αghαg

+

−+
−

−+

=
−+ . (2) 

Για να υπάρχει το όριο του α’ µέλους καθώς 0→h , θα πρέπει να υπάρχει και του β’ 

µέλους, από όπου µε βάση την ύπαρξη ( ) ( ) ( ),af,agf ''⋅  φαίνεται ότι απαιτείται 

µόνο ( ) ( ) 0lim
0

≠=+
→

afhαf
h

, για να έχει νόηµα αριθµού. 

Πράγµατι, αν ( ) Ñ∈∀= xxf 0 και ( ) 3 xxg = , τότε ( )( ) 0=⋅ xgf  και ( ),f ' 0  

( ) ( ) 00 =⋅ 'gf , ενώ ( )0'g απειρίζεται. 
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11. Ισχύει η πρόταση: «Αν  f παραγωγίσιµη στο α και ( ) 0≠af τότε η f  είναι 

παραγωγίσιµη  στο α». 

Να αποδείξετε ότι η υπόθεση  ( ) 0≠af δεν µπορεί να παραληφθεί.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν ( ) xxf = , τότε η f παραγωγίζεται στο 0 και ( ) 10 ='f .  Όµως η 

( )xf δεν παραγωγίζεται στο 0, αφού ( ) ( )0110 '
δ

'
a ff =≠−= . 

 

12. Ισχύει η πρόταση: «Αν  f , g παραγωγίσιµες στο α και ( ) ( )agaf ≠ , τότε οι 

συναρτήσεις ( ) ( )g,f,g,f minmax  είναι παραγωγίσιµες  στο α». 

Να αποδείξετε ότι η υπόθεση  ( ) ( )agaf ≠  είναι απολύτως απαραίτητη για να 

ισχύει το συµπέρασµα.  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν ( ) xxf = , ( ) xxg = τότε ( ) xg,f =max , η οποία στο α=0 δεν 

παραγωγίζεται, αφού ( ) ( ) 000 == gf .  

 Όµως και για την ( ) xg,f −=min . 

 

13. Ισχύει η πρόταση: «Έστω D διάστηµα, ÑDÑD →⊆  :f, γνησίως µονότονη 

και συνεχής συνάρτηση στο D.  Αν η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 

( ) 000 ≠∈ xf,x 'D, , τότε η αντίστροφη συνάρτηση ( ) ÑD →− ff :1 είναι 

παραγωγίσιµη στο ( )00 xfy =  

και ισχύει ( ) ( ) ( ) ( )( )0
1

0
0

1 11
yffxf

yf ''

'

−
− == ». 

Να εξηγηθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα, γιατί η υπόθεση ( ) 00 ≠xf '  είναι 

απαραίτητη και ουσιώδης, ώστε να υπάρχει η  ( ) ( )( )0
1 xff '− . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω :f →  µε ( ) 3xxf = . 

Η  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρτηση στο . 

Η f  είναι παραγωγίσιµη στο 00 =x και ( ) 00 =f .  

Ορίζεται η 1:f − → , η οποία είναι και αυτή γνησίως αύξουσα και 

( )1 1/ 3f x x− = . 
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Όµως ( ) ( ) 1/ 3
2 / 3

2 / 3

1 10 0 1
lim lim lim lim

0 0 0 0

f h f h h
h h hh h h h

−
− −+ −

= = = + ∞
→ + → + → + → +

. 

Και 

( ) ( ) 1/ 3 3 3

3 23 3

1 10 0 1
lim lim lim lim lim

( ) ( )0 0 0 0 0

f h f h h h
h h h h hh h h h h

− −+ − − −
= = − = − − ∞

− −→ − → − → − → − → −
 

∆ηλαδή, ( ) ( )01 'f −∃/ . 

 

14. Αν στο γράφηµα µίας συνάρτησης υπάρχει εφαπτόµενη σε κάθε σηµείο του, 

τότε η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη παντού; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι πάντα.  Ενδέχεται να υπάρχει η εφαπτόµενη ευθεία σε κάποιο 

σηµείο του γραφήµατος µιας συνάρτησης, αλλά στο σηµείο εκείνο να µην υπάρχει η 

παράγωγος, διότι δεν είναι πραγµατικός αριθµός και είναι +∞ ή -∞ η οριακή τιµή του 

λόγου µεταβολής της συνάρτησης σε αυτό το σηµείο. 

Αν [ ] Ñ→+∞,f 0:  µε ( ) 3 xxf = , τότε  

( ) ( )
+∞==

−
=

−+
→→→ 3 20

33

00

1000
limlimlim

hh
h

h
fhf

hhh
 και η ευθεία x=0 (η κλίση +∞ που 

βρήκαµε εφάπτεται του διαγράµµατος της ( ) 3 xxf = στο σηµείο (0,0) εις το οποίο 

δεν θεωρείται παραγωγίσιµη (ή διαφορίσιµη), αλλά  ως έχουσα «κατ’ εκδοχήν» 

παράγωγο το +∞. 

 

15. Να βρεθεί συνάρτηση ορισµένη στο Ñ, η οποία να είναι παντού συνεχής και η 

οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιµα) σηµεία στα οποία να µην παραγωγίζεται. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μια τέτοια συνάρτηση ήδη έχουµε  ορίσει στο Α.7.2  ,την 

φ(χ)= 1 1
2 2

χ − + − 
 

  Μια ίδιας µορφής και σχήµατος  συνάρτηση , χωρίς προσφυγή 

σε απόλυτο και συνάρτηση δεκαδικού µέρους, µπορεί περισσότερο συµβατικά να 

ορισθεί ως εξής: ÑÑ →:f  µε  

( ) [ ]
( ] Ù∈









+∈−
−∈+−

= n
n,nx,nx

n,nx,nx
xf

1222
2122

. 
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Η  f  για 0, 1, 2...n = ± ±  είναι ασυνεχής, ενώ για ,...2,1,0 ±±=x  δεν είναι 

παραγωγίσιµη, όπως φαίνεται και στο παρακάτω διάγραµµα («πριονωτή 

συνάρτηση»). 

 

ΣΧΟΛΙΟ: Η ιδέα 

κατασκευής ενός 

τέτοιου 

παραδείγµατος 

βασίζεται στην 

κατασκευή µιας 

κατάλληλης 

συνάρτησης  σε ένα διάστηµα [α,β] την οποία επεκτείνουµε  ως περιοδική στο R.  

 

16. Να βρεθεί συνάρτηση ορισµένη στο [ ]10, , η οποία να είναι παντού συνεχής 

και η οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιµα) σηµεία στα οποία να µην 

παραγωγίζεται. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ήδη στο Α. 4.2  έχοµε κατασκευάσει δύο τέτοια παραδείγµατα. 

Θα κατασκευάσουµε και ένα τρίτο Μια τέτοια  συνάρτηση είναι και η  

( ) Í∈

























=





∈−−





∈−

=
+−

++−

n

x

,x

,

,x

,x,x

xf
nnn

nnn

0
2
1

2
3

0
2

14

2
3

2
1

2
14

22

211

. 
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Να σηµειωθεί, ότι πρώτα έγινε η κατασκευή γραφικά της συνάρτησης και κατόπιν 

βρέθηκε η αναλυτική της έκφραση.  Η λεκτική γεωµετρική περιγραφική κατασκευή 

της συνάρτησης αποτελεί αποδεκτό τρόπο έκφρασης ενός αντιπαραδείγµατος γενικά, 

ίσως όχι εντελώς πλήρους, αλλά αποδεκτό. 

Η f  είναι συνεχής σε κάθε κλάδο, αφού κάθε κλάδος της είναι πολυώνυµο α’ βαθµού.  

Επίσης, για 22
3

+= nx  έχω ίσες τιµές στους δύο κλάδους από όπου συνάγεται και η 

συνέχεια σε κάθε σηµείο της (ουσιαστικά ακολουθίας)  22
3

+= nnx . 

Εξετάζω τώρα την παραγωγισιµότητα της  f σε σηµείο της µορφής Í∈+ n,n 22
3 . 







=−≠=








++ 22 2
344

2
3

ν
'
δn

'
α ff . 

∆ηλαδή, στα σηµεία 22
3

+n η  f  δεν παραγωγίζεται και (προφανώς) είναι άπειρα στο 

πλήθος και αριθµήσιµα.  

 

17. Να βρεθεί συνάρτηση, η οποία να είναι ορισµένη σε ένα οσοδήποτε µικρό 

διάστηµα, παντού συνεχής και να έχει άπειρα σηµεία (αριθµήσιµα) στα οποία να 

µην παραγωγίζεται. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Στην προηγούµενη συνάρτηση, αν θεωρήσω περιορισµό της, για n 

αρκούντως µεγάλο, µπορώ να επιτύχω διάστηµα ορισµού, 





n,
2
10  οσοδήποτε µικρό. 
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Πάλι θα έχω άπειρα σηµεία στα οποία δεν θα παραγωγίζεται 022
3 nnn >+ , όπου n0  

το αρκούντως µεγάλο n0 που επιτυγχάνει το οσοδήποτε µικρού πλάτους διάστηµα 

ορισµού 





n,
2
10 . 

18. Υπάρχει  συνάρτηση, που είναι ασυνεχής, αλλά είναι παντού παραγωγίσιµη 

έστω και µε «κατ’ εκδοχήν» παράγωγο;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ασυνεχής και παντού παραγωγίσιµη δεν υπάρχει, διότι αν υπήρχε, ως 

παραγωγίσιµη θα ήταν και παντού συνεχής. 

Στρέφουµε έτσι την προσοχή µας στην ύπαρξη ασυνεχούς συναρτήσεως σε σηµείο x0, 

στο οποίο όµως υπάρχει κατ’ εκδοχήν παράγωγος. 

Μια τέτοια συνάρτηση είναι η συνάρτηση «πρόσηµο»: 

ÑÑ →:f  µε ( )












<
=
>

=
0 αν
0 αν
0 αν

0,
1

x,x
x
x,

xf  

Η  f  είναι συνεχής παντού, εκτός από το x0=0 όπου παρουσιάζει ασυνέχεια, αφού 

( ) ( ) ( ) 0011
00

=≠=−≠=
−+ →→

fxfxf limlim
xx

. 

Όµως  

  ( ) ( )
+∞=

−−
=

−+
=

−− →→ hh
fhff limlim

hx

'
α

0100
00

 

  ( ) ( )
+∞=

−
=

−+
=

++ →→ hh
fhff limlim

hx

'
δ

0100
00

. 

∆ηλαδή, ( ) +∞=0'f   («κατ’ εκδοχήν» παραγωγίσιµη) και προφανώς η  f  είναι 

παραγωγίσιµη και { }0−∈∀ Ñx . 

 

19. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτηση ÑÑ →:f που είναι παραγωγίσιµη (και 

άρα συνεχής), αλλά είναι παντού παραγωγίσιµη έστω και µε «κατ’ εκδοχήν» 

παράγωγο.  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ÑÑ →:f µε ( )












=

≠⋅=
00

012

x,

x,
x

ηµxxf . 

Αν 0≠x , τότε 
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( ) ( )
xx

xxf
xx

x
x

xxf 1121112 '
2

2' συνηµσυνηµ −⋅=⇒





−⋅⋅+⋅= . 

Αν 0=x , τότε 

( ) ( ) ( ) 01
0

01

0
00

0

2

00
=⋅=

−

−
=

−
−

=
→→∪→ x

ηµxlim
x

x
ηµx

x
fxff

xxx

' limlim . 

(Ως γινόµενο απειροστής  επί φραγµένη). 

Άρα, ( )












=

≠−=
00

0112

x

x,
x

συν
x

ηµxxf '   

Εξετάζουµε την συνέχεια της ( )xf '  στο 0.  Είναι ( ) 00' =f .  Συνεπώς, αν είναι 

συνεχής στο 0, θα πρέπει για κάθε µηδενική ακολουθία ( )00 ≠→ nn xx , η 

ακολουθία ( ) 0' →nxf . 

Αν θέσω 0
2
1

→=
nπ

xn  και Í∈∀≠ n,xn 0 . 

Τότε  1110122
2
12112 −→−=−⋅=−⋅⋅=−

nπ
nπσυνnπηµ

nπx
συν

x
ηµx

nn
n . 

Άρα, η 'f δεν είναι συνεχής στο 0.  Επί πλέον, αν θέσω 0
2

1

2

→
+

=
π

'
n nπ

x  και 

Í∈∀≠ n,xn 0 ,τότε =





 +−






 +⋅

+
⋅=−

2
2

2
2

2
12112

2

πnπσυνπnπηµ
nπx

συν
x

ηµx
π

nn

'
n  

10
2

201
2

2

22

−≠→
+

=−⋅
+

=
ππ nπnπ

. 

Άρα, εκτός του ότι η 'f  δεν είναι συνεχής στο 0, δεν υπάρχει καν το ( )xf '

x
lim

0→
. 
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Η κόκκινη είναι η f  και η πράσινη η f’ 

20. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν ( ) ( ) Ñ∈=
−+ →→

xfxf
xxxx

'' limlim
00

 και ( )0xf '∃/ . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ÑÑ + →+:f µε ( ) [ )
[ )








+∞∈−
∈

=
,2,2
2,0,

xx
xx

xf  και 20 =x . 

Όταν 2≠x , τότε η ( ) 1=xf ' . 

Προφανώς, ( ) ( ) 1'

2

'

2
limlim ==

−+ →→
xfxf

xx
 , ενώ στο 2 έχω ασυνέχεια και προφανώς 

( )' 2f∃/  

Επίσης, 

( ) ( ) ( ) ( )
−∞=+−∞=






 +=

+
=

−−+
=

−+
=

−−−− →→→→
112lim2lim222222

0020

' limlim hh
h

h
h

h
fhff

hhhh
α

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1lim222222
2

000

' limlim ==
−−−+

=
−+

=
−+++ →→→ h

h
h

h
h

fhff
hhh

δ . 

Εποµένως, αφού ( ) '
α

'
δ ff ≠2  έπεται ότι  ( )2'f∃/ . 
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ΣΧΟΛΙΟ: Το συγκεκριµένο παράδειγµα µας δίνει ένα και µοναδικό x0 στο οποίο να 

εκπληρούνται οι συνθήκες της εκφώνησης.  Αν θεωρήσω την ÑÑ →:g µε 

( ) [ ]xxxg −= , τότε αν  Ù∈κ , ( ) 0=κg , ( ) ( ) 1'' limlim ==
−+ →→

xgxg
xx κκ

, ενώ 

( ) 1=κg'
δ και ( ) −∞=κg'

α .  Έχω δηλαδή, απειρία σηµείων που εκπληρούν τις 

συνθήκες τις εκφωνήσεως. 

21. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν να υπάρχει η ( )0xf ' και να µην υπάρχει 

( )xf
xx

'lim
0→

 . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν έχω ( )












=

≠⋅=
0,0

0,1ηµ2

x

x
x

xxf ,  

Τότε η  f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη παντού.  Επίσης: 

( )












=

≠−=
00

0,1συν1ηµ2'

x

x
xx

xxf  (βλ.εφ. 19 παρόντος κεφαλαίου) 

Έχουµε δείξει ότι ( )xf
x

'

0
lim

→
∃/ ,  ενώ ( ) 00 ='f . 

22. Να δοθούν τρία παραδείγµατα συναρτήσεων f, g, h,  για τις οποίες να 

υπάρχουν  οι  f’, g’, h’ στο πεδίο ορισµού της εκτός από ένα σηµείο x0 (όχι το ίδιο 

για τις  f, g, h) για το οποίο: 

(i) Η τιµή ( )0xf '  δεν ορίζεται, αλλά υπάρχει συνεχής επέκταση της 

( )xf '  στο x0 και άρα τελικώς η ( )0xf '  να ορίζεται. 

 
(ii) Η τιµή ( )0xg'  δεν ορίζεται, αλλά υπάρχει µία κατ’ εκδοχήν 

παράγωγος στο ( )0xg . 

(iii) Η τιµή ( )0xh'  δεν ορίζεται, αλλά δεν υπάρχει το ( )xh
xx

'lim
0→

. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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(i) ( ) [ ]π,0/ηµxxxf ⋅=   

Aν 0≠x , ( )
2

συν
ηµ2

ηµ
συν2
συνηµ' x

x
x

x
x

xx
xxxxf ⋅+=

+
= . 

Το ( )0'f  δεν έχει νόηµα από την µορφή της ( )xf ' , αλλά 

. ( ) =







⋅+⋅=

→→ 2
συν

ηµ
ηµ

2
1

limlim
0

'

0

x
x

x
x
xxf

xx
 

1
2
111

2
1

2
συν

ηµ
ηµ

2
1

limlim
00

=⋅+⋅=⋅+
→→

x
x

x
x
x

xx
 

Συνεπώς (σύµφωνα και µε σχετική πρόταση) η ( )0'
δf  υπάρχει και ισούται µε 1. 

(ii) ( ) [ ]+∞= ,/xxg 0   

Aν 0≠x , ( )
x

xg'

2
1

=  και ( )0'g  δεν έχει νόηµα πραγµατικού αριθµού. 

 

Όµως, ( ) +∞=
→

xg'

x
lim

0
, δηλαδή υπάρχει η κατ’ εκδοχήν παράγωγος στο  

(iii) ( )
2 1ηµ , 0

x
0, 0

x x
h x

x

 ≠ =  
 = 

. 

΄Όπως δείξαµε στην εφαρµογή 19 του παρόντος κεφαλαίου ,  η h είναι 

παραγωγίσιµη στο Ñ, όµως στο 0 δεν ορίζεται το ( )0'h , ενώ το ( )xh
x

'

0
lim

→
 δεν 

υπάρχει. 

23. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, για την οποία να υπάρχει το 

( ) Ñ∈
+∞→

xf
x
lim , ενώ να µην υπάρχει ( )xf

x

'lim
+∞→

. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ( )
x
xxf

2ηµ
= .  

Για την  f , έχω:   0ηµ1ηµ 2
2

limlimlim =⋅=
+∞→+∞→+∞→

x
xx

x
xxx

, ως γινόµενο απειροστής 

(«µηδενικής») επί φραγµένη συνάρτηση. 

( )
2

2
2

2

22
' ηµσυν2ηµ12συν

x
xx

x
xxxxxf −=

⋅−⋅⋅
= . 
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Θεωρώ +∞→= nπxn 2  και +∞→+=
2

2 πnπx'
n

. 

Τότε: 

( ) 22012
ηµ

συν2
2

2
2' →=−⋅=−=

n

n
nn x

x
xxf . 

( ) 0
2

1
2

102
ηµ

συν2
22

2'

2'
2''' →

+
−=

+
−⋅=−= ππ ππ nnx

x
xxf

n

n
nn

. 

Άρα ( )xf
x

'lim
+∞→

∃/ . 

 
24. Το γράφηµα µια συνάρτησης είναι απολύτως «λείο», δεν έχει «ακίδες», 

οξείες, ορθές ή αµβλείες γωνίες, ευθύγραµµες ή καµπυλόγραµµες, ενώ σε κάθε 

σηµείο του, υπάρχει εφαπτοµένη ευθεία. Όµως η συνάρτηση δεν είναι 

παραγωγίσιµη!  Πως µπορεί αυτό να είναι δυνατόν; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση ÑÑ →:f µε ( ) 3xxf =  , είναι παντού παραγωγίσιµη. 

Το γράφηµα της εποµένως, είναι παντού «λείο» και  υπάρχει παντού εφαπτοµένη 

ευθεία. 

Το συµµετρικό του γραφήµατος ως προς την ευθεία xy = , ως γνωστόν είναι 

αντίστροφη συνάρτηση ( )
1

1 3f x χ− =  (θεωρούµε ότι το x παίρνει και αρνητικές τιµές, 

άλλως ορίζουµε ( )








<−
≥

=−

0
0

3

3
1

xαν,x
xαν,xxf . 



 248 

Το γράφηµα της 1−f , λόγω συµµετρίας, έχει τις ίδιες γεωµετρικές ιδιότητες µε το 

γράφηµα της  f . 

Όµως, ( ) ( )
+∞==

−
=

−+
→→→ 2 20

3

00

1000
limlimlim

hh
h

h
fhf

hhh
. 

∆ηλαδή, η 1−f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 00 =x .  (Είναι µόνο «κατ’ 

εκδοχήν» παραγωγίσιµη).  

 
25. Ένας φοιτητής, επικαλούµενος το προηγούµενο παράδειγµα, έχει τη γνώµη, 

ότι η έννοια της παραγώγου είναι «ανεπαρκώς  ορισµένη».  Ισχυρίζεται ότι θα 

πρέπει να βρεθεί ένας τρόπος, ώστε για κάθε συνάρτηση (όπως και για την 

( ) 31 xxf =− ) να υπάρχει η έννοια της παραγώγου σε κάθε σηµείο της, εάν και 

µόνο εάν υπάρχει εφαπτόµενη ευθεία σε αυτό το σηµείο της.  Ισχυρίζεται, ότι µε 

αυτό τον τρόπο καλύπτουµε την παραγωγισιµότητα της ( ) 31 xxf =−  σε κάθε 

σηµείο της, πράγµα που έρχεται σε απόλυτη συµφωνία µε την γεωµετρική 

εποπτεία και την αίσθηση του «λείου» γραφήµατος 

Υπάρχει αντιπαράδειγµα που να κλονίζει την πίστη και τους ισχυρισµούς του 

φοιτητή; 

 

3( )f x x=

1
1 3( )f x χ− =
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αντιπαράδειγµα µπορεί να είναι η ÑÑ →:f  µε 

( )








<−
≥

==
0
0

x,x
x,xxxf . 

Στο σηµείο 0 υπάρχει µοναδική εφαπτοµένη του διαγράµµατος της συνάρτησης ο 

άξονας  yy’ καθώς ( ) ( ) +∞=−∞= δf,f ''
α 0 . 

Εδώ και υπάρχει µοναδική 
ευθεία εφαπτοµένη (µε την εκ 
δεξιών και εξ αριστερών 
έννοια), αλλά δεν έχω κατ’ 
ουδένα τρόπο «λεία 
συνάρτηση», αφού στο 0 έχω 
µια ένωση δύο οιονεί 
«κερατοειδών γωνιών».  
Παράγωγο στο 0 δεν έχουµε, 
πράγµα που συµφωνεί µε την 
εποπτεία και αντιβαίνει στην 
ιδέα της µοναδικής 
εφαπτοµένης ευθείας. 
Αξίζει να σηµειωθεί, ότι στο 0 δεν υπάρχει ούτε «κατ’ εκδοχήν» παράγωγος, αφού οι 
εκ δεξιών και εξ αριστερών οριακές τιµές της παραγώγου είναι ∞+  και ∞−  
αντιστοίχως. 
 
 
 
26. «Αν ( ) Ñ⊆∈∀= Αxxf ' 0 , τότε ( )  A∈∀= xCxf ». 

Να αποδειχθεί η ανωτέρω πρόταση εάν είναι αληθής, ή εν εναντία περιπτώσει να 

δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ∆εν είναι αληθής. Ως αντιπαράδειγµα θεωρούµε τη συνάρτηση  

( ) βα
β,βαx,

βα,αx,
xf ≠
























 +

∈






 +

∈
=

2
2

2
1

, η οποία δεν είναι σταθερή. 

Όµως, ( ) 




 +






 +

=∈∀= β,βαβα,αAxxf '

22
0 ∪ και η A/f  δεν είναι σταθερή. 

Η πρόταση ισχύει όταν το Α είναι διάστηµα και η  f συνεχής, οπότε µπορεί να 
εφαρµοσθεί το Θ.Μ.Τ. για την απόδειξη. 
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27. Υπάρχει συνάρτηση, της οποίας η παράγωγος, µηδενίζεται σε άπειρα 

σηµεία του διαστήµατος (0,1). 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Θεωρώ τη συνάρτηση ( )












=

≠=
0,0

0,ηµ

x

x
x
πxxf . Θεωρώ το διάστηµα 

Í∈







+
κ

κκ
,1,

1
1 .     

( ) 00
1

11ηµ
1

1

1
1

ηµ
1

1
1

1
=⋅

+
=+

+
=

+

⋅
+

=







+ κ
πκ

κ
κ

π
κκ

f . 

 

001ηµ1
2

ηµ11
=⋅==⋅=








κ
κπ

κ
κ

π
κκ

f . 

Η  f  είναι συνεχής στο 





+ κκ
1,

1
1  και η παραγωγίσιµη  στο 








+ κκ
1,

1
1 .  Άρα 

εφαρµόζεται το Θ.Rolle.  ‘Ετσι, υπάρχει ( ) 0:1,
1

1
=′








+
∈ κκ xf

κκ
x . 

Επειδή τα διαστήµατα Í∈







+
κ

κκ
,1,

1
1  είναι άπειρα και ξένα µεταξύ τους, 

υπάρχουν άπειρες και αριθµήσιµες ρίζες της ( ) 0=′ xf  στο (0,1). 
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9. ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE & ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 
 
9.1.ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE 

 
1. Το θεώρηµα Rolle έχει ως εξής: «Αν η f συνεχής στο [ ]β,α  και παραγωγίσιµη 

στο ( )β,α  και  ( ) ( )βfαf = , τότε ∃  ένα τουλάχιστον ξ ( ),α β∈ , ώστε ( ) 0=ξf ' ». 

Να αποδείξετε µε χρήση κατάλληλων  αντιπαραδειγµάτων , ότι οι υποθέσεις του 

Θ . Rolle  είναι απαραίτητες για να ισχύει το συµπέρασµα  του θεωρήµατος. 

Συγκεκριµένα: 

(i) Η υπόθεση της συνέχειας είναι  απαραίτητη. 

(ii)       Η υπόθεση της συνέχειας σε κλειστό διάστηµα είναι απαραίτητη. 

(iii)      Η συνέχεια πρέπει να είναι σε κλειστό διάστηµα [ ]β,α  και όχι σε 

διάστηµα ( )β,α  ή [ )β,α . 

(iv)      Η παραγωγισιµότητα στο ( )β,α είναι απαραίτητη. 

(v)     Η συνθήκη ( ) ( )βfαf = είναι απαραίτητη. 

(vi)    Οι συνθήκες του Θ.Rolle είναι ικανές για να ισχύει το συµπέρασµα , 

αλλά όχι και αναγκαίες. 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i) Το συµπέρασµα του Θ. Rolle  δεν ισχύει αν 0 [ , ]x α β∃ ∈ , ώστε η f να είναι 

ασυνεχής στο 0χ . Για παράδειγµα για την  συνάρτηση :[ 1,1]f − →  µε  

( ) [ ] { }








=
−−∈+−

=
0 αν,0

01,1 αν,12

x
xxxf  

ισχύουν:  

• Είναι ασυνεχής στο 0 και 

συνεχής στο [ ] { }011 −− , . 

• ( ) ( ) .ff 011 ==−  

• Είναι παραγωγίσιµη στο 

[ ] { }011 −− , . 

∆ηλαδή, πληρούνται όλες οι συνθήκες 

του Θ. Rolle, πλην της  ασυνέχειας σε 

ένα και µοναδικό σηµείο. 
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Έτσι όµως, [ ] ( ) 0:11 00 =−∈∃/ xf,x ' , διότι αν υποθέσουµε ότι υπήρχε τέτοιο x0 , 

θα επαλήθευε την εξίσωση ( ) 0020 000 =⇒=⇒= xxxf ' , άτοπο, διότι στο 

00 =x  είναι ασυνεχής, άρα στο 0 δεν είναι παραγωγίσιµη. 

(ii) H  ( ) ( )
{ }

2 , αν 0,1
2, αν 0,1
x x

f x
x

 ∈ =  ∈  
   

• ∆εν είναι συνεχής στο κλειστό 

[ ]10, . 

• Είναι παραγωγίσιµη στο 

ανοικτό ( )10, . 

• Ισχύει ( ) ( ) .ff 210 ==  

 

Αλλά,  ( ) ( ) 0:10 00 =∈∃/ xf,x ' .  ∆ιότι 

αν υπήρχε τέτοιο x0 , θα έπρεπε να είναι 00 =x , όµως στο 0 δεν είναι συνεχής, 

άρα όχι και παραγωγίσιµη. 

(iii) Αν ( ) ( ]








=
∈

=
01
10 2

x,
,x,xxf  τότε   

• Η  f   ασυνεχής στο 0, άρα και µη 

παραγωγίσιµη. 

• ( ) ( ) 110 == ff . 

• Η  f   παραγωγίσιµη στο ( )10, . 

 

Αλλά,  ( )100 ,x ∈∃/  µε ( ) 00 =xf ' , διότι µόνο το 0 θα 

µπορούσε να έχει αυτή την ιδιότητα και στο 0 δεν 

παραγωγίζεται. 

αν υπήρχε τέτοιο x0 , θα έπρεπε να είναι 00 =x , όµως 

στο 0 δεν είναι συνεχής, άρα όχι και παραγωγίσιµη. 

Αν ( ) [ )








=
∈

=
21
21 2

x,
,x,xxf  τότε   

• Η  f   ασυνεχής στο 2, και συνεχής παντού 
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αλλού. 

• Η  f   είναι παραγωγίσιµη στο ( )21, . 

• ( ) ( ) 121 == ff . 

 

Όµως, ( ) ( ) 0:10 00 =∈∃/ xf,x ' ,διότι αν υπήρχε κάποιο, θα ήταν το 0 και ( )210 ,∉ . 

(iv) Η παραγωγισιµότητα στο ( )β,α  είναι 

απαραίτητη. 

 Αν :[ 2, 2]f − →  µε ( ) | |f x x=  τότε   

• Η  f   είναι συνεχής στο [ ]2,2− . 

• ( ) ( )2 2 2f f= − . 

• Η  f   δεν είναι παραγωγίσιµη µόνο στο 0 [ 2,2]∈ − . 

 

Όµως,  ( ) ( )'
0 02, 2 : 0x f x∃ ∈ − =/ , (διότι αν υποθέσουµε ότι υπάρχει κάποιο, 

καταλήγουµε σε άτοπο). 

(v) Η συνθήκη ( ) ( )βfαf =  είναι απαραίτητη. 

 Αν ( ) [ ]212 ,/xxf = , τότε   

• Η  f   είναι συνεχής στο [ ]21, . 

• Η  f   είναι παραγωγίσιµη στο 

( )21, . 

• ( ) ( )2411 ff =≠= . 

 

Όµως,  ( ) ( ) 0:21 00 =∈∃/ xf,x ' , διότι θα 

έπρεπε ( )21002 00 ,xx ∉=⇒= . 

(vi) Οι συνθήκες του Θ.Rolle είναι ικανές αλλά όχι αναγκαίες.  Θα δώσουµε  

       παράδειγµα όπου δεν εκπληρούται καµµία  συνθήκη του Θ.Rolle, όµως   

       ( ) ( )'
0 0, : 0x f xα β∃ ∈ = . 

 Θεωρώ την : [ 1,1]f − → µε ( )






















∈−






−∈+−

=
1

2
1

2
1

2
11 12

,x,x

,x,x
xf   

X

Y

-2 2

2

0

Created with a trial version of Advanced Grapher - http://www.alentum.com/agrapher/
2

2

2



 254 

 

• Η  f   είναι ορισµένη στο [ ]11,− . 

• Η  f   δεν είναι συνεχής στο [ ]11,− , 

αφού στο 
2
1

0 =x  έχω ασυνέχεια. 

• Η  f, ως µη συνεχής στο 
2
1

0 =x  δεν 

είναι ούτε παραγωγίσιµη στο 

( )11,− . 

Όµως, ( ) ( )'
0 0 1,1 : 0 0x f∃ = ∈ − = . 

 

 

9.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 
 

1. Το Θ.Μ.Τ. είµαι µία γενίκευση του Θ.Rolle  και διατυπώνεται ως εξής: 

«Αν η f συνεχής στο [ ]β,α  και παραγωγίσιµη στο ( )β,α , τότε  υπάρχει 

τουλάχιστον ένα  ( ) ( ) ( ) ( )
aβ

afβfξf:β,αξ '

−
−

=∈ ». 

Να δείξετε µε χρήση  αντιπαραδειγµάτων τα παρακάτω: 

(i)  Η συνέχεια είναι απαραίτητη. 

(ii)  Η παραγωγισιµότητα στο ανοικτό διάστηµα είναι απαραίτητη. 

(iii)Οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ. είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες για το 

συµπέρασµα. 

 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μπορούµε να παραθέσουµε τα προηγούµενα παραδείγµατα του 

Θ.Rolle, για το (i), (ii), (iii) αλλά και θα υποθέσουµε γενικά ότι ( ) ( )βfαf ≠ . 

(i) Η συνέχεια είναι   απαραίτητη 

( )
[ ]



















=







−−∈+−

=

2
12

2
12132

x,

,x,x
xf   

• Η  f   δεν είναι συνεχής στο [ ]21,− , διότι στο 
2
1

0 =x  δεν είναι συνεχής. 
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• [ ]21,ξ −∈∃/  µε 

( ) ( ) ( )
( ) 1

3
21

12
12

−=
−−

=
−−

−
=

ffξf '

.  ∆ιότι ( ) ⇒−= 1ξf '  

 

2
112 00 =−=− ξ,ξ  άτοπο, αφού 

2
1

≠ξ , (γι αυτό στην κατασκευή 

του παραδείγµατα θέσαµε 

ασυνέχεια στο 
2
1

=ξ . 

 

 

 

 

 

 

(ii) Η παραγωγισιµότητα στο ανοικτό διάστηµα είναι απαραίτητη.  Α.χ. 

( )
( )























=−−






−∈+−

=
2

2
1

3
53

3
2

2
11

3
8

3
2

2

2

,x,x

,x,x
xf   

( )
( )

























=−







−∈−

=
2

2
13

3
4

2
11

3
4

,x,x

,x,x
xf '  δεν 

είναι παραγωγίσιµη στο 00 =x , άρα 

και στο ( )21,− . 

Για την f , δεν ισχύει το Θ.Μ.Τ. 

Πράγµατι, 

( ) ( )
( ) 1

12
21

12
12

−=
+
−−

=
−−

−− ff . 
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Η εξίσωση ( ) 1−=ξf ' , αν απαιτήσουµε 





 −−∈

2
11,ξ , δίνει 

4
31

3
4

=⇒−=− ξξ  

απορρίπτεται διότι 





 −−∉

2
11,ξ . 

Αν απαιτήσουµε ( )21,ξ −∈ , τότε ( ) ( ) ( ) ⇒−=−⇒−=−⇒−= 33413
3
41 ξξξf '  

,ξξξ 2
4
9943124 >=⇒=⇒−=−  άρα 




 −−∉

2
11,ξ . 

Εποµένως, ξ∃/  που να ικανοποιεί το συµπέρασµα του Θ.Μ.Τ. για την f. 

(iii)Οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ. είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες για να ισχύει το 

συµπέρασµα.  

Θεωρούµε την f του προηγουµένου παραδείγµατος, ορισµένη στο  [ ]31,−  ως εξής: 

( )
( )























=−−






−∈+−

=
3

2
1

3
53

3
2

2
11

3
8

3
2

2

2

,x,x

,x,x
xf  

 µε 

( )
( )

























=−







−∈−

=
3

2
13

3
4

2
11

3
4

,x,x

,x,x
xf ' . 

 

   

∆εν είναι συνεχής [ ]31,− , αφού δεν είναι 

συνεχής στο 
2
1

0 =x .  Εποµένως, δεν 

είναι ούτε παραγωγίσιµη στο ( )31,− .  

Παρ’ όλα αυτά, υπάρχει ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 6

5
13

13:31 −=
−−

−−
=−∈

ffξf,ξ ' . 

 Πράγµατι,  

( )
( )

⇔

























∈−=−







−∈−=−

⇔−=
3

2
1

6
53

3
4

2
11

6
5

3
4

6
5

,x,ξ

,x,ξ
ξf '  
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∈≈







−∉=

⇔
3,

2
1διότι   δεκτή,,375,2

2
1,1

8
5διότιαι απορρίπτετ,

8
5

ξξ

ξ
 

 ∆ηλαδή, ( )
6
5:3

2
13752 −=






∈≈∃ ξf,,ξ ' . 
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10.   ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
10.1. ΟΡΙΣΜΟΣ , ΜΕΛΕΤΗ ΜΟΝΟΤΟΝΟΥ 

1. Μπορούν δύο συναρτήσεις µε ίδια αναλυτική έκφραση να έχουν 

διαφορετικό είδος µονοτονίας;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Είναι δυνατόν, εάν ορίζονται σε διαφορετικά σύνολα. 

Π.χ. η ( ) Ñ→+∞,f 0:   µε  ( ) 2xxf =  είναι γνησίως αύξουσα,  

ενώ η ( ) Ñ→−∞,g 0:   µε  ( ) 2xxg =  είναι γνησίως φθίνουσα. 

  

2. Να βρεθεί µια µη µονότονη συνάρτηση, η οποία όµως να είναι µονότονη 

σε υποσύνολα του πεδίου του ορισµού της.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μια τέτοια συνάρτηση είναι αυτή που έχει το παρακάτω 

γράφηµα: 

 

 

 

 

[ ] Ñ→δ,αf :  

 

 

 

 

Το ανωτέρω παράδειγµα είναι απολύτως αποδεκτό.  Αν όµως θέλουµε 

και την αναλυτική έκφραση της f , θα πρέπει να κάνουµε µία πολυωνυµική 

παρεµβολή σε αριθµητικές τιµές κατάλληλες εντός τουλάχιστον τριτοβαθµίου 

πολυωνύµου. 

Για παράδειγµα αν α=0, β=1, γ=3, δ=4, τότε 

θέτοντας ( ) ( ) ,f,f 2100 ==  

( ) ( ) ,f,f 3403 ==  µπορώ να βρω ένα 4x4 

γραµµικό σύστηµα, το οποίο να επιλύσω 

[ ]
[ ]
[ ]

/ , γνησίως   αύξουσα
/ , γνησίως   φθίνουσα η µη µονότονη.
/ , γνησίως   αύξουσα

f
f f
f

α β
β γ
γ δ
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κατά τα γνωστά, που είναι όµως χρονοβόρο. Το ( ) 00 =f δίνει 3x3 αλλά και 

πάλι έχω µεγάλο σύστηµα. 

Θέτοντας στη θέση των β, δ τοπικά µέγιστα όπως φαίνεται στο 

γράφηµα, µε τη βοήθεια της θεωρία παραγώγων θα πρέπει ( ) ( ) 00 == δf,βf ''  

ή ακόµα 0
2

=





 + γβf ''  (σηµείο καµπής) και έτσι να παρακάµψω τους πολλούς 

αγνώστους και το χρονοβόρον της λύσεως. 

Ακόµα πιο εύκολο είναι στην θέση των διαστηµάτων µονοτονίας να 

παρεµβάλλω ευθύγραµµα τµήµατα, πράγµα που υπολογιστικά είναι ακόµα πιο 

σύντοµο, αλλά δεν έχω συνεχή συνάρτηση (που εδώ όµως, δεν χρειάζεται). 

 

3. Να βρεθεί µία µη µονότονη συνάρτηση, η οποία να ορίζεται στο Ñ  και 

για την οποία να µην υπάρχει διάστηµα στο οποίο να είναι µονότονη.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση του Dirichlet διαθέτει τις παραπάνω 

προϋποθέσεις.   

ÑÑ →:f  και ( )








=
άρρητος  αν0
ρητός  αν1

x,
x,

xf . 

∆εν είναι µονότονη, διότι: 

Αν 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 


















==
=<=

=>=
==

=<

άρρητoι  αν
ρητός   άρρητός,  αν

άρρητος   ρητός,  αν

,0
,10
,01

ρητoί  αν,1

21

21

21

21

21

21

2121

21

,xx
xx

xx

xfxf
xfxf

xfxf
,xxxfxf

xx . 

Αν θεωρήσω τον περιορισµό της  f  σε οποιοδήποτε διάστηµα  ∆ και 

∆21 ∈x,x , τότε ανάµεσα στα 21 x,x  υπάρχουν άπειροι ρητοί και άπειροι 

άρρητοι και οµοίως δεν είναι µονότονη. 

 

4. Να βρεθεί συνάρτηση, της οποίας η µονοτονία να µη µπορεί να µελετηθεί 

µε τις µεθόδους τους απειροστικού λογισµού, αλλά µόνο µε κλασσική 

Άλγεβρα.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι η συνάρτηση του Dirichlet, η οποία είναι ασυνεχής σε 

κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της και (άρα) µη παραγωγίσιµη, παντού. 
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5. Αν µία συνάρτηση είναι µονότονη στο πεδίο ορισµού της, τότε –ως 

γνωστόν- θα είναι µονότονη και σε κάθε υποσύνολο του πεδίου ορισµού 

της. Να αποδειχθεί ότι αν είναι µονότονη σε υποσύνολα του Π.Ο. της, δεν 

έπεται ότι είναι και µονότονη στο Π.Ο. της . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Στην εφ.2  του παρόντος  κεφαλαίου, έχω συνάρτηση µονότονη 

κατά διαστήµατα, αλλά µη µονότονη στο πεδίο ορισµού της. 

 

6. «Αν µία συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ( )fD⊆1∆  

και γνησίως αύξουσα επίσης στο διάστηµα ( )fD⊆2∆  µε φ=21 ∆∆ ∩ , 

τότε θα είναι γνησίως αύξουσα και στο   21 ∆∆∆ ∪= ». 

Να αποδειχθεί η ανωτέρω πρόταση αν είναι αληθής ή να δοθεί κατάλληλο 

αντιπαράδειγµα, αν είναι ψευδής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. 

Α.χ. Στο παρακάτω σχήµα έχω το γράφηµα µια συνάρτησης  f , η οποία 

Είναι γνησίως αύξουσα στο [ ]10, . 

Είναι γνησίως αύξουσα στο [ ]32, . 

Αλλά η  f  δεν είναι µονότονη στο 

[ ] [ ]3210 ,, ∪  αφού o λόγος για τον 

οποίο η  f  δεν είναι γνησίως αύξουσα 

είναι ότι υπάρχουν π.χ. 

    ∆321 ∈,,  µε 

( ) ( )
( ) ( ) 3302και 

2011και 321
ff

ff
=><=

=>=<<
. 

→ Χρησιµοποιήσαµε την άρνηση του 

ορισµού της γνησίως αύξουσας 

συνάρτησης. 

→ Για να ισχύει το συµπέρασµα της πρότασης σε οποιαδήποτε ένωση 

δύο διαστηµάτων (ανοικτών ή κλειστών) θα πρέπει προφανώς: 

 Αν ( )β,α=1∆  ή [ ]β,α ή [ )β,α  ή ( ]β,α   
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και ( )δ,γ=2∆  ή [ ]δ,γ ή [ )δ,γ  ή ( ]δ,γ ,  

τότε ( ) ( )xfxf limlim
axβx +− →→

< . 

→ Ανάλογα ισχύουν για συνάρτηση σε διαστήµατα όπου είναι γνησίως 

φθίνουσα. 

 

7. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση:«Αν :f ∆ →  παραγωγίσιµη µε 

( ) ∆0 ∈∀> xxf '  , τότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆». 

Να αποδείξετε µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα, ότι δεν ισχύει η αντίστροφη 

πρόταση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την :f →  µε  ( ) 3xxf =  η οποία είναι γνησίως 

αύξουσα , όµως ( ) 00 ='f . 

8. Να βρεθεί συνάρτηση, η οποία να είναι γνησίως αύξουσα στο Ñ  και η 

οποία να έχει άπειρα σηµεία στα οποία να µηδενίζεται η πρώτη 

παράγωγός της.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ÑÑ →:f  µε 

( ) xηµxxf += .  Η  f  είναι γνησίως αύξουσα.  

Όµως ( ) xσυνxf ' += 1  και η εξίσωση 

( ) ( )' 0 1 (2 1) ,f x x xσυν κ π κ= ⇔ = − ⇔ = + ∈ . 

∆ηλαδή, έχω άπειρες αριθµήσιµες τιµές για τις 

οποίες ( ) 0=xf ' , ενώ η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

 

9. Υπάρχει συνάρτηση  f  µε  ( ) { }0f = −D  που είναι συνεχής και η 

οποία σε κάθε διάστηµα που περιέχει το x0, οσοδήποτε µικρό, δεν είναι 

µονότονη.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι η ÑÑ →*f :  και. ( ) 0
1 , 0f x x
x

ηµ= =  

Γι’ αυτήν έχω: 

• Είναι συνεχής στο ( ) *f Ñ=∆ . 
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• ( )
xx

xf 1συν1
2

' ⋅−= . 

• ( )


















∈
±

=⇔





 ∈±=⇔=⇔= ÙÙ κ

πκπ
κπκπ ,

2
2

1,
2

2101συν0' x
xx

xf

 

( )0'f∃/ . 

• ( )

2
2

1

2
2

1
2

21
2

201συν0'

πκππκπ

πκππκπ
+

<<
−

⇔





 +<<−⇔>⇔< x

xx
xf

   (1) 

• ( )

2
32

1

2
2

1
2

321
2

201συν0'

πκππκπ

πκππκπ
+

<<
+

⇔





 +<<+⇔<⇔> x

xx
xf

 (2) 

2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
1

0.5

0

0.5

1
1

1−

f x( )

22− x
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Από (1) και (2) έχω ότι για κατάλληλα µεγάλο Ù∈κ  τα διαστήµατα 

όπου ( ) 0>xf '  ή ( ) 0<xf '  γίνονται όσο θέλουµε στενά.  ∆ηλαδή γενικότερα, 

όταν ±∞→κ  τα διαστήµατα µονοτονίας στενεύουν απεριόριστα.  Με άλλα 

λόγια, γύρω από το 0, η f , δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο.  Από αύξουσα γίνεται 

φθίνουσα (και αντιστρόφως) σε πολύ «µικρά» διαστήµατα που τείνουν να έχουν 

πλάτος 0. 

Άρα: ∆εν υπάρχουν διαστήµατα γύρω από το 0, όπου η  f  να είναι µονότονη. 

 

10.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΜΟΝΟΤΟΝΩΝ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
Α. ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

1.  Αν η  f  είναι µονότονη, τότε η ( )Ñ∈+ ααf  είναι µονότονη µε το ίδιο 

είδος  µονοτονίας. 

2. Αν η  f  είναι µονότονη, τότε η ( )Ñ∈⋅ αfα  είναι µονότονη µε το ίδιο 

είδος  µονοτονίας αν 0>α και µονότονη µε αντίθετο είδος µονοτονίας αν 

0<α . 

3. Αν η 0≠f  σε διάστηµα ∆ διατηρεί σταθερό πρόσηµο, η f µονότονη, η
f
1  

έχει αντίθετο είδος µονοτονίας. 

4. Αν f  µονότονη και υπάρχει f , τότε έχει και αυτή το ίδιο είδος 

µονοτονίας. 

5. Αν f  µονότονη, τότε η 2f  έχει: 

(i) Το ίδιο είδος µονοτονίας αν 0>f . 

(ii) Το αντίθετος είδος αν 0<f . 

6. Αν f,g  συναρτήσεις µε  κοινό πεδίο ορισµού Α ,  τότε: 

( f αύξουσα και g αύξουσα)⇒ f+g αύξουσα 

( f φθίνουσα  και g  φθίνουσα) ⇒  f+g φθίνουσα 

( f αύξουσα και g γν. αύξουσα)⇒ f+g αύξουσα 

( f φθίνουσα  και g  γν. φθίνουσα) ⇒  f+g φθίνουσα 
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7. Αν  f,g δύο συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισµού Α ,  ( ) 0f x x A> ∀ ∈ . 

και ( ) 0g x x A> ∀ ∈ , τότε: 

(f αύξουσα, g αύξουσα ) ⇒ fg αύξουσα 

(f φθίνουσα, g φθίνουσα ) ⇒ fg φθίνουσα 

(f αύξουσα, g  γν. αύξουσα ) ⇒ fg αύξουσα 

(f φθίνουσα, g γν. φθίνουσα ) ⇒ fg φθίνουσα 

 

8. Αν f ,g  δύο συναρτήσεις και για τις οποίες ορίζεται  η σύνθεσή τους 

f g     , τότε : 

(f  αύξουσα και g αύξουσα) ⇒ f g  αύξουσα 

(f  αύξουσα και g φθίνουσα) ⇒ f g  φθίνουσα 

(f  φθίνουσα και g αύξουσα ) ⇒ f g  φθίνουσα  

(f  φθίνουσα και g φθίνουσα) ⇒ f g  αύξουσα 

Ακολουθείται δηλαδή κατ’ αντιστοιχίαν ο κανόνας των προσήµων στον 

πολλαπλασιασµό πραγµατικών ,  όπου «αύξουσα» το «+» και όπου  «φθίνουσα» 

το «-». 

9. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη και επί, τότε υπάρχει η 1−f  µε 

το ίδιο είδος µονοτονίας. 

 

Β. ΜΗ ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ 

 

1.  Κάθε άρτια συνάρτηση, δεν είναι γνησίως µονότονη. 

2. Κάθε περιοδική συνάρτηση, δεν είναι γνησίως µονότονη. 

 

Γ. ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΡΙΖΕΣ 

 

1. Αν η  f  γνησίως µονότονη στο Α, τότε η ( ) 0=xf  έχει το πολύ µία ρίζα 

στο Α. 
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2. Τα γραφήµατα µια γνησίως αύξουσας συνάρτησης   f  και µίας  γνησίως 

φθίνουσας συνάρτησης  g, µπορεί να  τέµνονται το πολύ σε ένα σηµείο . 

(Ισοδυνάµως η εξίσωση ( ) ( )xgxf =  έχει µία το πολύ ρίζα). 

 

∆. ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΓΕΝΙΚΩΝ ΜΟΡΦΩΝ ΓΝΩΣΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 
1. Οµοπαραλληλική: ( ) βxαxf +=  . 

a. Αν 0>α , η  f  γνησίως αύξουσα. 

b. Αν 0<α , η  f  γνησίως φθίνουσα. 

c. Αν 0=α , ( ) βxf =  σταθερή που θεωρείται και αύξουσα και 

φθίνουσα. 

2. Τριωνυµική: ( ) γxβxαxf ++= 2  , ( )0≠α  

(i)  0<α , στο 





 −∞−

α
β,

2
 γνησίως αύξουσα και στο 






 +∞− ,

α
β

2
γνησίως 

φθίνουσα. 

(ii) 0>α , στο 





 −∞−

α
β,

2
 γνησίως φθίνουσα και στο 






 +∞− ,

α
β

2
γνησίως 

αύξουσα. 

3. Οµογραφική: ( )
δxγ
βxαxf

+
+

= , 00 ≠≠− γ,βγαδ  

(i) Αν 0<− βγαδ , στο 







−∞−
γ
δ,  γνησίως φθίνουσα και στο 









+∞− ,

γ
δ γνησίως αύξουσα. 

(ii) Αν 0>− βγαδ , στο 







−∞−
γ
δ,  γνησίως αύξουσα και στο 









+∞− ,

γ
δ γνησίως φθίνουσα. 

4.  ( ) αxxf =   

(i) Αν ,na 2=  Í∈n , ( ) ÑD =f , στο ( ) ↓∞− 0, , στο ( ) ↑+∞,0 . 

(ii) Αν ,na 12 −=  Í∈n , ( ) ÑD =f , στο ↑*Ñ . 

(iii) Αν ,na 2−=  Í∈n , ( ) *f ÑD = , στο ( ) ↑∞− 0, , στο ( ) ↓+∞,0 . 
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(iv) Αν ,na 12 +−=  Í∈n , ( ) *f ÑD = , στο ↓*Ñ . 

(v) Αν 0>−∈ α,a ÙÑ  ( ) +ÑD +=f  στο ( ) ↑+∞,0 . 

(vi) Αν 0>−−∈ α,a ÙÑ  ( ) +ÑD *f +=  στο ( ) ↓+∞,0 . 

5.   Η εκθετική ( ) xaxf =  , ,a 10 ≠<  ( ) ÑD =f  

(i) Αν 1<a ,  η ↓f . 

(ii) Αν 1>a ,  η ↑f . 

6.   Η λογαριθµική ( ) xlogxf a=  , ,a 10 ≠<  ( ) +ÑD *f +=  

(i) Αν 1<a ,  η ↓f . 

(ii) Αν 1>a ,  η ↑f . 

7.   Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις: ( Ù∈κ ) 

(i) ( ) xxf ηµ= ,  Αν 





 +−∈

2
2

2
2 πκπ,πκπx , τότε  ↑f . 

     Αν 





 −+∈

2
2

2
2 πκπ,πκπx , τότε  ↓f . 

(ii) ( ) xxf συν= ,  Αν ( )πκπ,κπx +∈ 22 , τότε  ↓f . 

             Αν ( )πκπ,πκπx 222 ++∈ , τότε  ↑f . 

(iii) ( ) xxf εφ= ,   Αν 





 +−∈

22
πκπ,πκπx , τότε  ↑f . 

(iv) ( ) xxf σφ= ,  Αν ( )πκπ,κπx +∈ , τότε  ↓f . 

 



11.1. ΟΡΙΣΜΟΣ, ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ , ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ 
ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:                         ÑÑ→:f  

µε ( ) 3xxf =  

Εκτός από την συγκεκριµένη  f , µπορούµε 

να παραθέσουµε και οποιαδήποτε µονότονη 

στο . 

 

2. Υπάρχει  παράδειγµα συνάρτησης, η οποία έχει µόνο ολικό µέγιστο, το 

οποίο είναι συγχρόνως και τοπικό, ενώ δεν έχει τοπικό ή ολικό ελάχιστο. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η ( ]0,: ∞−→Ñf  µε ( ) 2xxf −=  

εκπληροί τα προηγούµενα 

 

 

 

 

.  

 

11.  ΑΚΡΟΤAΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ – ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 

Σχέση πεδίου τιµών συνεχούς συνάρτησης f ,  µε φράγµα , infimum , supremum, max, min, της f. 

Πεδίο 
Τιµών 

Κάτω 
φράγµα Inf f Άνω 

φράγµα Sup f Ολικό 
min 

Ολικό 
max 

( , )a−∞  ∆εν έχει ∆εν έχει αΦ ≥  α ∆εν έχει ∆εν έχει 
( , ]a−∞  ∆εν έχει ∆εν έχει αΦ ≥  α ∆εν έχει α 
( , )a β  φ α≤  α αΦ ≥  β ∆εν έχει ∆εν έχει 
( , ]α β  φ α≤  α αΦ ≥  β ∆εν έχει β 
[ , )α β  φ α≤  α αΦ ≥  β α ∆εν έχει 
[ , ]α β  φ α≤  α αΦ ≥  β α β 

[ , )β +∞  φ α≤  β ∆εν έχει ∆εν έχει β ∆εν έχει 
( , )β +∞  φ α≤  β ∆εν έχει ∆εν έχει ∆εν έχει ∆εν έχει 

{a} φ α≤  α αΦ ≥  α α α 

1. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία δεν έχει  τοπικά , ούτε ολικά 

µέγιστα ή ελάχιστα. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: : ( ,0]f −∞ →  µε 

( ) 2xxf = . 

 

4. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης που έχει µόνο τοπικά, αλλά δεν έχει 

ολικά ακρότητα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:           ÑÑ→:f               µε ( ) xxxxf 223 −+= . 

 

Η ( ) 0=xf  έχει ρίζες τους αριθµούς 0, 1, -

2. 

Η ( ) 0' =xf  έχει ρίζες τους αριθµούς 

3
71,

3
71 −−+− , όπου είναι και οι θέσεις 

των τοπικών ακροτάτων. 

Η f  δεν έχει ολικά ακρότατα, αφού  

D ( ) Ñ=f . 

 

5. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης,  της οποίας το ολικό µέγιστο δεν είναι 

τοπικό µέγιστο.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:                         [ ] [ ]1,01,0: →f  µε ( ) xxf = . 

Στο 1 έχω ολικό µέγιστο το ( ) ( ) [ ]1,0,11 ∈∀≥= xxff . 

Στο 1 δεν έχω και τοπικό µέγιστο, διότι βάσει του ορισµού τοπικού 

ακροτάτου, θα πρέπει να υπάρχει ανοικτό διάστηµα ( ) ( )fD⊆βα ,  και 

( )βα ,1∈ , όπου ( ) ( ) ( )βα ,,1 ∈∀≥ xxff . 

Τέτοιο όµως διάστηµα, προφανώς δεν υπάρχει. 

3. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία έχει µόνο ολικό και 

συγχρόνως τοπικό ελάχιστο και κανένα µέγιστο. 
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Επίσης, (οµοίως) στο 0 έχω ολικό ελάχιστο, το οποίο δεν είναι τοπικό ελάχιστο. 

6. Να εξεταστεί, αν είναι δυνατόν σε µία συνάρτηση να υπάρχουν τοπικά 

ακρότατα, αλλά να µην υπάρχουν ολικά ακρότατα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Η ( ) ( )λκβα ,,: →f  µε γραφική παράσταση όπως φαίνεται 

παρακάτω, έχει τοπικά ακρότατα, αλλά δεν έχει ολικά. 

 
7. ∆είξτε, ότι είναι δυνατόν, το ολικό µέγιστο, να µην είναι το µεγαλύτερο 

από τα τοπικά µέγιστα καθώς και το ολικό ελάχιστο να µην είναι το 

µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η προηγούµενη  γραφική παράσταση, αν θεωρηθεί 

ως :[ , ] [ , ]f α β κ λ→  , τότε  εκπληροί όλες τις συνθήκες.   Συµπεριλαµβάνονται 

δηλ. στην γραφική παράσταση συνάρτηση και τα σηµεία (α,κ) και (β,λ) 

 

8. Είναι δυνατόν τοπικό ελάχιστο να είναι µεγαλύτερο από τοπικό µέγιστο;  

 



 270

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:   Είναι δυνατόν.  Στο παρακάτω σχήµα έχω ÑÑ→:f  που 

εκπληροί την τεθείσα συνθήκη. Το ε  είναι τοπικό ελάχιστο και το µ τοπικό 

µέγιστο, όµως µ<ε. 

 

Ως παράδειγµα συνάρτησης σε αναλυτική µορφή έχω την ÑÑ →*:f µε 

( )
x

xxf 1
+= . 

( ) 2
' 1

x
xxf += , ( ) ( )1ή1' −=== xxxf , ( ) 3

'' 2
x

xf = , ( ) 021'' <−=−f , 

( ) 021'' >=f . 

Εποµένως, στο –1 έχω τοπικό µέγιστο, το ( ) 21 −=−f  και στο +1 έχω τοπικό 

ελάχιστο το ( ) 21 =f . 

Προφανώς ( ) ( )11 ff <−  και εκπληρούται η αρχική συνθήκη. 
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9. Υπάρχει συνάρτηση της οποίας κάθε σηµείο να είναι ολικό µέγιστο και 

ταυτοχρόνως ολικό ελάχιστο;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Η σταθερή συνάρτηση ÑÑ→:f  µε ( ) =⊂xf  εκπληροί την 

τεθείσα συνθήκη, αφού αν Ñ∈0x , ( ) ( )xfccxf =≤=0 , Ñ∈∀x  και 

( ) ( )xfccxf =≥=0 , Ñ∈∀x . 

 

10. Σε µη συνεχή συνάρτηση στο 0x , να παραθέσετε παράδειγµα, όπου: 

(i) Εκατέρωθεν του 0x  να έχω αλλαγή µονοτονίας και ακρότατο στο 

0x . 

(ii) Εκατέρωθεν του 0x  να έχω αλλαγή µονοτονίας, χωρίς να έχω 

ακρότατο στο 0x . 

(iii) Αριστερά του 0x  να είναι αύξουσα, δεξιά του φθίνουσα και στο 

0x  να έχω τοπικό ελάχιστο. 

(iv) Αριστερά του 0x  να είναι φθίνουσα, δεξιά του αύξουσα και στο 

0x  να έχω τοπικό µέγιστο 

(v) Χωρίς να έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν  του 0x , να έχω 
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τοπικό µέγιστο στο 0x . 

(vi) Χωρίς να έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν  του 0x , να έχω 

τοπικό ελάχιστο στο 0x . 

(vii) Χωρίς να έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν  του 0x , να µην 

έχω τοπικό ακρότατο στο 0x . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:   

 

 

 

 

 

 

 

 

(iv)

xo  
 

 

(i)

xo

(ii)

xo(iii)

xo

(v)

xo

(vi)

xo
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11. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης ÑÑ→:f  η οποία σε κάθε 

υποδιάστηµα του Ñ, οσοδήποτε «µικρό», να περιέχει άπειρα ακρότατα της  

f.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:    ÑÑ→:f  µε  

( )








=
ρητόςαν,0
άρρητοςαν,1
x

x
xf  

(vi)

xo

α
(v)

xo

α

(vιι)

xo

(vιι)

xo

α
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Σε κάθε διάστηµα υποσύνολο του Ñ, περιέχονται άπειροι (και αριθµήσιµοι) 

ρητοί και άπειροι (και υπεραριθµήσιµοι) άρρητοι.  Εποµένως, έχω άπειρες 

(υπεραριθµήσιµες) θέσεις όπου έχω µέγιστη τιµή το 1 (είτε για κάθε ρητό είτε 

για κάθε άρρητο) και άπειρες (αριθµήσιµες) θέσεις όπου έχω ελάχιστη τιµή το 0 

(για τους ρητούς). 

 

12. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιµα) 

σηµεία στα οποία να έχουµε τοπικά και ολικά µέγιστα ή ελάχιστα.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η ÑÑ→:f  µε  ( ) ηµx=xf , για Ù∈+= κπκπ ,
2

2x  έχω 

άπειρα τοπικά και ολικά µέγιστα, αφού Ù∈∀=





 + κπκπηµ ,1

2
2 , ενώ για 

Ù∈−= κπκπ ,
2

2x , έχω άπειρα τοπικά και ολικά ελάχιστα, αφού 

Ù∈∀−=





 − κπκπηµ ,1

2
2 . 

13. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως, η οποία να έχει κ το πλήθος 

( )Ù∈κ  τοπικά ακρότατα, διάφορα ανά δύο. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε: 

( )

[ )
[ )
[ )
[ )

[ )

2

3
[ ]

0,11,
1,22,
2,32 ,

2 , 3,42
....., .............
....., .............
....., .............
2 , , 1

x

x

x

x

xf x

xκ

κ

κ κ

 ∈
 

∈ 
 ∈ 
  ∈= = ∈ 
 
 
 
 
 

∈ +  

 

Η  f  έχει πεδίο τιµών ( ) { }21, 2, 2 ,...2 ,f κℜ = έχει κ  το πλήθος τοπικά ελάχιστα 

(ή µέγιστα) µέγιστο. 

 

14. Να κατασκευασθεί συνάρτηση ÑÑ→:f , η οποία να έχει κ το πλήθος 
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( )Ù∈κ τοπικά ακρότατα σε δεδοµένες θέσεις του συνόλου 

{ } Ñ⊆= κx,...x,xA 21 και η οποία να είναι συνεχής και παραγωγίσιµη. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Περιγραφικά η κατασκευή γίνεται ως εξής: 

Αν η  f  πολυωνυµική, τότε ( ) ( )( ) ( )κ' xx...xxxxxf −−−= 21 , η οποία έχει ρίζες 

της πρώτης παραγώγου τους αριθµούς κx,...x,x 21 , έχω εναλλαγή προστίµου 

ανάµεσα στα διαστήµατα των ριζών, άρα έχω ακρότατα. Η  f προσδιορίζεται µε 

µια απλή εύρεση αρχικής συνάρτησης (αόριστο ολοκλήρωµα). 

 

15. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν: 

Να υπάρχει συνεχής συνάρτηση  f , ορισµένη τουλάχιστον σε διάστηµα 

(α,β), και  ( )β,ax ∈0 ,έτσι ώστε  σε κάθε διάστηµα της µορφής ( )0x,κ  να 

µην έχω ένα είδος µονοτονίας, και σε κάθε διάστηµα της µορφής ( )λ,x0 , 

επίσης να µην έχω ένα είδος µονοτονίας, κι εν τούτοις, στο 0x να έχω τοπικό 

ακρότατο (π.χ. ελάχιστο της  f). 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Είναι δυνατόν, σε µια συνεχή συνάρτηση, σε σηµείο της 0x , να 

µην έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν του 0x και παρόλα ταύτα, να έχω στο 

0x τοπικό ελάχιστο. 

Θεωρώ την ÑÑ→:f  µε ( )
4 2 1 , 0

0, 0

x x
f x x

x

ηµ ≠ =  
 = 

. 

Η  f   είναι συνεχής στο 0 αλλά και παραγωγίσιµη στο 0 µε  

( )












=

≠−=
00

0214 223

x,

x,
x

ηµx
x

ηµxxf ' . 

Αποδεικνύω ότι ( ) 00 ='f . 

( ) ( ) ( ) 0
2
1ηµ

01
000 23

0

24

00

' limlimlim =⋅=
−

=
−+

=
→→→

h
h

h
h

h
fhff

hhh

ηµ
 

ως γινόµενο της απειροστή h3 επί την φραγµένη 
h
1ηµ2 . 
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Ως παραγωγίσιµη στο 0, έπεται ότι είναι και συνεχής στο 0. 

( )












=

≠+−=
0,0

0,1ηµ122ηµ62συν2 22
''

x

x
x

x
x

x
xxf . 

Η απόδειξη ότι ( ) 00 =''f . 

( ) 02ηµ1ηµ4

2ηµ1ηµ4
0 2

0

23

0

'' limlim =





 −=

−
=

→→ h
h

h
h

h
h

h
h

h
f

hh
 

(ως απειροστές επί φραγµένες, όπως και προηγουµένως). 

Επειδή ( ) 00 =''f , πρέπει να προχωρήσουµε σε παραγωγίσεις, µέχρι να βρούµε 

την πρώτη µη µηδενιζόµενη παράγωγο.  Αλλά η ( )xf ''  δεν είναι συνεχής στο 

00 =x , αφού η παράσταση 
x
2συν2  δεν είναι συνεχής.  Για παράδειγµα, αν 

θεωρήσω 01
→=

πn
xn , τότε 222συν2

1
2συν22συν2 →=== π

π

n

n
x

, ενώ αν 

θεωρήσω 0

2

1
→

+
=

ππn
x'

n , τότε ( ) 222συν22συν2 ' −→−=+= ππn
xn

. 

Τελικά η ( )xf ''  στο 0 δεν είναι συνεχής.  Άρα ( )0'''f∃/ .  (Αν υπήρχε θα είχα 

συνέχεια στο ( )0''f , άτοπο. 

Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο της β’ 

παραγώγου.  Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο της α’ παραγώγου: 

Θεωρώ διάστηµα  ( ) 000 <→ h,h,,h .  Σε αυτό το (οσοδήποτε «µικρό») 

διάστηµα, θα προσπαθήσουµε να βρούµε το πρόσηµο της ( ) x,xf ' ∀ . 

Θεωρώ τα σηµεία ( )00,A  και ( )( )hf,hB  και τη χορδή ΑΒ.  Η κλίση της ΑΒ 

είναι: 

( ) ( ) 01ηµ
01ηµ

0
0 23

24

<=
−

=
−
−

h
h

h
h

h

h
fhf  

( h
h

∀> 01ηµ2 , και 03 <h , όταν 0<h , άρα 01ηµ23 <
h

h ). 

Αυτό σηµαίνει, ότι η χορδή ΑΒ µπορεί να έχει οποιαδήποτε αρνητική κλίση. 
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Σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ.  θα υπάρχει ( )0,hx∈ , ώστε ( ) 01ηµ23' <=
h

hxf .  Για 

τα διάφορα 00 <→ h,h , υπάρχουν ( ) ( )xf:,hx '0∈  αρνητικός. 

∆ηλαδή __ ( ) 0<xf:x ' , σε κάθε διάστηµα αριστερά και οσοδήποτε κοντά στο 

0. 

Οµοίως, συµπεραίνουµε ότι ( ) 0>xf ' , σε κάθε διάστηµα δεξιά και οσοδήποτε 

κοντά στο 0. 

Σύµφωνα µε το κριτήριο της α’ παραγώγου, τα προηγούµενα έχουν ως συνέπεια 

η  f  να έχει ελάχιστο στο0, το 0. 

Επειδή 2222 1ηµ0,11ηµ0 x
x

xx
x

≤≤→∀≤≤  και η  f  περιέχεται ανάµεσα 

στην ευθεία  y=0 και την παραβολή 2xy = . 

5 .10 9 0 5 .10 9
0

1 .10 33

2 .10 33

3 .10 33

4 .10 33

0

0

f x( )

0.000000010.00000001− x

 

Να σηµειωθεί ότι την ανωτέρω γραφική παράσταση την πήραµε από το 

λογισµικό «MathCAD» που έχει την επί τούτω δυνατότητα. Στα άλλα 

λογισµικά γραφικών , όλη αυτή η ταλάντωση παριστάνεται ως µία απλή 

τετραγωνική καµπύλη  που έχει ελάχιστο στο 0  και  εφάπτεται του άξονα  χχ΄ 

στο 0 , όπως και η καµπύλη 2y x=  (!!!) . Ως επί πλέον σχόλιο,  να δηλώσουµε  
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για άλλη µια φορά τα πεπερασµένα όρια των υπολογιστών , αλλά και των 

λογισµικών. ∆εν µπορούµε να βασιζόµαστε πάνω τους ούτε και για την 

εποπτεία. Παράλληλα , ο «χειροκίνητος» υπολογισµός  τιµών της 

συγκεκριµένης συνάρτησης σε µικρή περιοχή του µηδενός είναι πρακτικά 

ανέφικτος , αφού ένας αριθµός µικρότερος της µονάδος, στην τετάρτη δύναµη 

µειώνεται πάρα πολύ, ενώ ο αντίστροφός του αυξάνεται πάρα πολύ. Ο 

υπολογισµός του ηµιτόνου του τετραγώνου του και του γινοµένου 4 2 1x
x

ηµ  

µπορεί να δηµιουργήσει πάµπολλα λάθη στρογγυλοποίησης, έτσι  που δεν έχει 

κανένα νόηµα ο δια χειρός υπολογισµός . Γι αυτό εξ άλλου αποτυγχάνουν και 

τα απλά λογισµικά , αφού έχουν µικρό όριο ψηφίων µε τα οποία κάνουν 

υπολογισµούς και αναπόφευκτες στρογγυλοποιήσεις. Το Mathematica και το 

MathCAD ξεπερνούν αυτά τα όρια κατά πολύ, αλλά κι αυτά βεβαίως , είναι 

λογισµικά. Αν αντί χ4 έχουµε χ75 το MathCAD 2000 Pro µπορεί να επιτελέσει 

την σχεδίαση. Για χ76 όµως αποτυγχάνει και  έχω πάλι σχεδίαση απλής 

καµπύλης . Προφανώς ,  υπερέβηµεν  το σχεδιαστικό του όριο.  

Πάντως,  η συγκεκριµένη συνάρτηση είναι η «Λυδία λίθος» ελέγχου της καλής 

δυνατότητας ενός σχεδιαστικού προγράµµατος και άρα αποτελεί 

αντιπαράδειγµα στον ισχυρισµό ότι «τα απλά σχεδιαστικά λογισµικά 

µπορούν να σχεδιάζουν ικανοποιητικά όλες τις συνεχείς ή κατά τµήµατα 

συναρτήσεις εκτός από τις «τύπου Dirichlet»  Εδώ έχουµε ένα παράδειγµα 

συνεχούς συναρτήσεως που τα απλά λογισµικά αποτυγχάνουν παταγωδώς. 

16.  Υπάρχει συνάρτηση  f: 

 •   Ορισµένη στο [ )+∞,α  και συνεχής 

•  Στο α δεν έχει  ακρότατο. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε την  [ ) Ñ→∞+0:f  µε  ( )












=

>=
0,0

0,1ηµ2

x

x
x

xxf  

Για κάθε 0>x  είναι συνεχής ως γινόµενο συνεχών και σύνθετη συνεχών. 

Επίσης στο 0 είναι συνεχής, αφού ( ) 01ηµ0 2

0
lim ==
→ x

xf
x

 ως γινόµενο 

απειροστής επί φραγµένη.  ‘Όµως το ( )0f  δεν είναι τοπικό ακρότατο, αφού 

οσοδήποτε κοντά στο 0, σε κάθε διάστηµα της µορφής [ ]x,0  η  f(x) εναλλάσσει 
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πρόσηµο, δηλαδή γίνεται και θετική και αρνητική, συνεπώς η τιµή 0 δεν µπορεί 

να είναι τοπικό ακρότατο. 

Ο παραπάνω ισχυρισµός καθίσταται φανερός, αν θεωρήσω την ακολουθία 

0
2

1

2

→
+

= ππn
xn  και Í∈∀> nxn ,0 .  Από τον ορισµό της σύγκλισης της 

ακολουθίας, έπεται, ότι σε κάθε διάστηµα της µορφής (0,ε), υπάρχουν άπειροι 

όροι της και οι τιµές  της συνάρτησης γι αυτές τις άπειρες τιµές είναι 

( ) 01 22 >=⋅= nnn xxxf . 

Αν θεωρήσω 0
2

1

2
3 →

+
= ππn

yn  και Í∈∀> nyn ,0 , τότε και αυτή σε 

διάστηµα (0,ε), έχει άπειρους όρους της και οι τιµές της συνάρτησης γι αυτούς 

τους όρους  είναι ( ) ( )2 21 0n n nf y y y= − = − < . 

∆ηλαδή, οσοδήποτε κοντά στο 0, έχω και θετικές  τιµές και αρνητικές 

τιµές, άρα στο 0 δεν µπορεί να έχω ακρότατο 

 

 

 

2 1( )f x x ηµ
χ

=
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11.2. ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 

1. Το Θεώρηµα του Fermat , έχει την εξής διατύπωση: «Έστω α<β , 

0 ( , )x a β∈   , : ( , )f a β →  παραγωγίσιµη στο x0  και x0 τοπικό 

ακρότατο της f . Τότε, 0( ) 0f x′ = ». 

Να αποδείξετε (µε ισάριθµα  ξεχωριστά αντιπαραδείγµατα) ότι οι τρεις 

υποθέσεις   του θεωρήµατος , δηλ.: 

i. Η f ορίζεται σε ανοικτό (α,β) 

ii. Το x0 τοπικό ακρότατο της f .  

iii. Η f παραγωγίσιµη στο (α,β) 

 είναι  απαραίτητες έτσι ώστε να ισχύει το συµπέρασµα. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

α) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (i): 

     θεωρώ την [ ] [ ]1010 ,,:f →  µε ( ) xxf = .  Αυτή: 

1) Είναι ορισµένη στο κλειστό [0,1]  (αντί του ανοικτού που προβλέπει 

η υπόθεση (i) ). 

2) Το [ ]100 ,∈  είναι θέση ελαχίστου. 

3) Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο [0,1]. 

      Όµως δεν υπάρχει [ ] ( ) 010 00 =∈ xf:,x ' , αφού ( ) [ ]1001 ,xxf ' ∈∀≠= . 

β) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (ii) : 

     θεωρώ την : (1, 2) (1,4)f →  µε ( ) 2xxf = .  Αυτή: 

1) Είναι ορισµένη στο ανοικτό (1,2). 

2) Στο (1,2) δεν έχω θέση ακροτάτου  (αντί της ύπαρξης ακροτάτου 

που προβλέπει η υπόθεση (ii) ). 

3) Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο (1,2). 

      Όµως δεν υπάρχει ( ) ( ) 002021 0000 =⇔=⇔=∈ xxxf:,x '  

απορρίπτεται, 

      αφού ( )210 ,∉ . 

γ) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (iii): 

     θεωρώ την ( ) Ñ→− 11,:f  µε  

( )
( )

( ) 











∈
=
−∈

−
−

=
1,0,

0
0,1

,1
,

xx
x
xx

xf .  Αυτή: 
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1) Είναι ορισµένη στο ανοικτό (-1,1). 

2) Στο ( )110 ,−∈  έχω θέση τοπικού ακροτάτου (ελαχίστου εδώ).  

3) Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο (-1,1) πλην της θέσεως 0, όπου έχω 

ασυνέχεια (και άρα και µη παραγωγίσιµη , όπως προβλέπει η 

υπόθεση (iii)). 

      Όµως δεν υπάρχει ( ) ( ) 011 00 =−∈ xf:,x ' , αφού ( ) ( ) { }0110 −−∈∀≠ ,xxf ' ,  

Αποδείξαµε λοιπόν, ότι όταν δεν εκπληρούται έστω και µία από τις τρεις 

προϋποθέσεις του Θ.Fermat είναι δυνατόν να µην ισχύει το συµπέρασµά του.  

2. Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο του Θ. Fermat.  ∆ηλαδή, ο 

µηδενισµός της παραγώγου µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο, είναι µια 

αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη ακροτάτου στο σηµείο, αλλά δεν είναι 

ικανή.   

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ÑÑ→:f  µε  ( ) 3xxf = .  Έχω ( ) 23xxf ' =  και 
( ) 00 ='f , όµως στο 0 δεν έχω ακρότατο, αφού η  f  είναι γνησίως αύξουσα 

συνάρτηση στο R 

Ενδέχεται ακόµη, να µην υπάρχει καθόλου η παράγωγος σε ένα σηµείο και να 

είναι θέση ακροτάτου . π.χ. :f →  µε ( ) | |f x x=  , έχει ελάχιστο στο x=0 

αλλά (0)f ′∃/   

ΣΧΟΛΙΟ: Ένα πρακτικό συµπέρασµα που συνάγεται από αυτό, είναι ότι όταν σε 
κάποιο σηµείο 0x  έχω ( ) 00 ≠xf ' , τότε στο 0x δεν έχω ακρότατο. 
Ουσιαστικά, αυτό αποτελεί την αντιθετοαντίστροφη πρόταση του Θ.Fermat, 
δεδοµένου όµως ότι ισχύουν οι άλλες δύο προϋποθέσεις του, δηλαδή η  f  
ορισµένη και παραγωγίσιµη σε ανοικτό διάστηµα. 
Θα διευκρινίσουµε περισσότερο το θέµα µε στοιχειώδη προτασιακή λογική. 
Το Θ.Fermat έχει µορφή ( ) qppp ⇒∧∧ 321 , όπου 321 p,p,p  οι τρεις 
προϋποθέσεις του και  q  ότι «Υπάρχει ( ) ( ) 000 =∈ xf:β,αx ' .» 
Η ισοδύναµη αντιθετοαντίστροφη πρόταση έχει τη µορφή: 

( )1 2 3q p p p¬ ⇒¬ ∧ ∧ . 

Επειδή όµως η σύζευξη τριών προτάσεων είναι ψευδής εάν και µόνο εάν µία 

τουλάχιστον από τις τρεις είναι ψευδής, τότε 3p p¬ ⇒¬ , εάν οι 21 p,p  είναι 

αληθείς. 
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12.   ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ  - ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 
12.1. ΟΡΙΣΜΟΙ , ΚΟΙΛΕΣ –ΚΥΡΤΕΣ , ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ. 

1. Στην Αµερικάνικη βιβλιογραφία, οι γραµµές που δεν είναι ευθείες 

χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες.  Σε αυτές που «κρατούν το νερό» 

(hold the water) και σε αυτές που «χύνουν το νερό» (spill the water).  Κατά 

πόσον είναι επιτυχηµένη αυτή η ονοµασία σε σχέση µε τον µαθηµατικό 

διαχωρισµό «κοίλες» και «κυρτές»;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όταν η διεύθυνση της κατακόρυφου και άρα και της διεύθυνσης 

της βαρύτητας αντιστοιχεί στο σύνηθες πρότυπο του άξονα  yy’, τότε είναι 

δυνατόν µία καµπύλη να είναι κυρτή και να µην «µην κρατά το νερό», όπως 

φαίνεται και στο παρακάτω διάγραµµα: 

 

Η εκθετική συνάρτηση y=ex  : ∆εν συγκρατεί ούτε µια σταγόνα βροχής παρ ΄ότι 
χαρακτηρίζεται κυρτή. 

Συνεπώς ο χαρακτηρισµός ως κοίλων ή κυρτών ανάλογα µε τη «συγκράτηση 

του νερού» δεν µπορεί να θεωρηθεί άκρως επιτυχής. 

ΣΧΟΛΙΟ: Ένα πετυχηµένο εποπτικό κριτήριο, είναι το εξής: 

Ένα κινητό είναι «πάνω» στην καµπύλη και την διαγράφει από τα αριστερά 

προς τα δεξιά.  Τότε: 
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1. Αν στρέφεται κατά τη θετική φορά (αντίθετα δεικτών ωρολογίου), τότε 

έχω κυρτή γραµµή. 

2. Αν στρέφεται κατά την αρνητική φορά (των δεικτών), τότε έχω κοίλη 

γραµµή. 

Βεβαίως υπάρχουν και άλλα εξίσου πετυχηµένα εποπτικά κριτήρια, κατάλληλα 

για την εισαγωγική διδασκαλία της έννοιας: 

α) Στην κυρτή, το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει δύο οποιαδήποτε σηµεία της, 

αφήνει το «τόξο» που αποκόπτει προ τα «κάτω» (αντιθέτως η κοίλη) 

 
 

β) Στην κυρτή, αν φέρω εφαπτοµένη σε οιοδήποτε σηµείο της, όλα τα σηµεία 

της κείνται «πάνω» από την εφαπτοµένη.  Αντίθετα για την κοίλη. 
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γ) Στην κυρτή, οι κλίσεις των εφαπτοµένων σε κάθε σηµείο της, αυξάνονται 

από τα αριστερά προς τα δεξιά. Αντίθετα ισχύει για την κοίλη. 

 

 

δ) Η προηγούµενη εποπτεία είναι η γέφυρα για την κατανόηση της πρότασης 

ότι «Μια συνάρτηση  f  ονοµάζεται κυρτή, όταν η ( )xf '  είναι γνησίως 

αύξουσα». (Αναλόγως και για την κοίλη). 

ε) Αν f  κυρτή συνάρτηση, τότε για κάθε δύο σηµεία του Π.Ο. της α, β  έχω: 

( ) ( )
22

βfαfβαf +
<






 +  (και αναλόγως για την κοίλη), που εκφράζει τις 

γνωστές ανισότητες του Jensen. 
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2. Να δοθούν παραδείγµατα συναρτήσεων f, g, h ορισµένες στο Ñ, οι 

οποίες: 

(i) H  f  να είναι κυρτή. 

(ii) H  g  να είναι κοίλη. 

(iii) H  h  να είναι σε υποσύνολο του Ñ κοίλη και σε άλλο υποσύνολο 

κυρτή. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

(i)  ÑÑ →:f  µε  ( ) 652 +−= xxxf  είναι κυρτή, διότι ( ) Ñ∈∀>= xxf '' 02 . 

(ii) ÑÑ →:g  µε ( ) 652 +−−= xxxg  είναι κοίλη, διότι 

( ) Ñ∈∀<−= xxf '' 02 . 

(iii) ÑÑ →:h  µε  ( ) 72 23 +−−= xxxxh .  Κατά τα γνωστά, η h στο (
3
2,∞− ) 

είναι κοίλη και στο ( +∞,
3
2 ) κυρτή. 

3. Να εξετασθεί, αν ισχύει το αντίστροφο της πρότασης: «Αν η  f 

παραγωγίσιµη σε διάστηµα ∆, ∆∈β,a  και βα < , τότε : 

( ) ( )( )βfaff '' <⇒κυρτή . 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Η αντίστροφη πρόταση είναι η εξής: «Αν η f παραγωγίσιµη σε 

διάστηµα ∆, ∆∈β,a  και βα <  και ( ) ( )βfaf '' < , τότε η  f  κυρτή. 

∆εν ισχύει, διότι αν θεωρήσω [ ] Ñ→π,f 30:  µε ( ) xηµxf = , τότε 

( ) xσυνxf ' = , 

[ ]π,π,π,ππ 30
2

13
26

13
2

∈<  και 
2
313

2
0 =






<






=

π
πfπf '' , όµως η  f  δεν είναι 

κυρτή (προφανώς) στο [0,3π]. 

 

4. Είναι γνωστή η ισχύς της προτάσεως: «Αν ( ) 0f x x′′ > ∀ ∈ ∆ , τότε η  f 

γνησίως κυρτή στο διάστηµα ∆». 

Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Όταν η  f  είναι γνησίως κυρτή σε διάστηµα ∆, τότε δεν έπεται 

πάντα ότι ( ) 0f x x′′ > ∀ ∈ ∆ . 

Ως αντιπαράδειγµα παραθέτουµε  ÑÑ →:f  µε  ( ) 4xxf = .  Αυτή είναι 

γνησίως κυρτή στο R , ενώ ( ) 012 2 ≥= xxf '' .  (Αναλόγως και για γν. κοίλη). 

ΣΧΟΛΙΟ: Η γενικότερη πρόταση που ισχύει είναι ότι: «Αν ( ) ∆0 ∈∀≥ xxf ''  

και η ισότητα ισχύει µόνο για µεµονωµένα ή για άπειρα σηµεία, αλλά όχι για 

όλα τα σηµεία του ∆, τότε η  f  είναι κυρτή στο ∆. 

 

5. Είναι δυνατόν ένα σηµείο 0x  να είναι και να µην είναι σηµείο καµπής 

µιας συνάρτησης  f ;  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Προφανώς όχι, διότι άλλως έχουµε απόκλιση από τον νόµου της 

Αριστοτέλειας λογικής της «του τρίτου ή µέσου αποκλίσεως».  Ένα σηµείο 0x  

ή είναι ή δεν είναι σηµείο καµπής και τρίτο τι, δεν υπάρχει.  Όµως, υπάρχει 

σύγχυση στην βιβλιογραφία, αφού υπάρχουν τουλάχιστον έξι ορισµοί για το 

σηµείο καµπής µη ισοδύναµοι όλοι µεταξύ τους, εξ ων και η πηγή 

παρεξηγήσεων. 

Αναφέρουµε έξι από εν χρήσει ορισµούς του σηµείου καµπής: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1: Έστω  f  παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α,β), µε εξαίρεση ίσως ένα 

σηµείο του 0x .  Αν η  f  είναι κυρτή στο ( )0x,a και κοίλη στο ( )β,x0  ή 

αντιστρόφως και η γραφική της παράσταση έχει εφαπτοµένη στο ( )( )00 xf,x , 

τότε το σηµείο ( )( )00 xf,xA  ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής 

παράσταση της  f. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2: Έστω η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ( ) ( )fβ,a D∈  και 

( )β,ax ∈0 .  Λέµε, ότι η  f παρουσιάζει καµπή ( )( )00 xf,x , αν η f  είναι κυρτή 

στο ( )0x,a και κοίλη στο ( )β,x0  ή αντίστροφα.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 3: Έστω η ( )( )00 xf,x  της γραφικής παράσταση µιας συνάρτησης  f  

που ορισµένη στο (α,β) και παραγωγίσιµη στο 0x , θα λέγεται σηµείο καµπής, 

αν και µόνο η συνάρτηση είναι κυρτή στο ( )0x,a και κοίλη στο ( )β,x0  ή 

αντιστρόφως.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 4: Το σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης µιας 

παραγωγίσιµης συνάρτησης, είναι ένα σηµείο όπου η κυρτότητα αλλάζει είδος.  

Επίσης, σε ένα σηµείο καµπής είναι δυνατόν η β’ παράγωγος να µην υπάρχει.  

Για παράδειγµα, µπορεί να απειρίζεται. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5: Ένας αριθµός 0x  λέγεται σηµείο καµπής της   f  αν η 

εφαπτοµένη στην γραφική παράστασή της στο ( )( )00 xf,x  διαπερνά την 

γραφική παράσταση.  Αν δεν υπάρχει µία µόνο εφαπτοµένη αλλά δύο 

ηµιεφαπτοµένες, πρέπει η µία τουλάχιστον, να διαπερνά την καµπύλη. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 6: Έστω συνάρτηση  f  που παραγωγίζεται στο διάστηµα ∆. Θα 

λέµε ότι το 0x  είναι σηµείο καµπής της  f , τότε και µόνον τότε, όταν υπάρχουν 

διαστήµατα ( )00 x,εx −  και ( )00 x,εx + , όπου στο ένα η  f  είναι κυρτή και στο 

άλλο κοίλη ή αντιστρόφως.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 7: Το σηµείο ( )βα,0 ∈x  στο οποίο έχουµε: 

• [ ] ( )βαεε ,,:0 0101 ⊂−>∃ xx  και η  f(x) είναι κυρτή (αντίστοιχα κοίλη) 

στο [ ]010 , xx ε−  

• [ ] ( )βαεε ,,:0 2002 ⊂+>∃ xx  και η  f(x) είναι κοίλη (αντίστοιχα κυρτή) 

στο [ ]200 , ε+xx , 

λέγεται σηµείο καµπής της συνάρτησης  [ ] Ñ→βαf ,: . 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 8: Έστω ( ) Ñ⊆βα, και ( ) Ñ→βαf ,: µία συνάρτηση, δύο φορές 

παραγωγίσιµη.  Το σηµείο ( )( )0, xfx  θα λέγεται σηµείο καµπής της  f , αν 

( ) 00 =′′ xf και ( ) ( ) 000 <+′′⋅−′′ hxfhxf  για  0≠h , τέτοιο ώστε 

( )βα,, 00 ∈+− hxhx . 

 

 

Για παράδειγµα, αν έχω τη συνάρτηση: ÑÑ →:f  µε  

( ) ( )
( ) 








≥−−
<++

=
3429
323

2

2

x,x
x,xxf  τότε στο σηµείο 30 =x  δεν έχει εφαπτοµένη, 

αφού ( )3'f∃/ .    Επειδή όµως υπάρχουν ( ) 103 ='
αf  και ( ) 23 ='

δf  ορισµένοι 

συγγραφείς δέχονται ότι έχει δύο ηµιεφαπτόµενες τις 210 −= xy  και 

222 += xy . 
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Στο σηµείο ( )( )33 f,  αλλάζει κυρτότητα, από κυρτή γίνεται κοίλη, αλλά σηµείο 

καµπής έχουµε µόνο σύµφωνα µε τον ορισµό 5.  Με όλους τους υπόλοιπους 

ορισµούς, δεν έχουµε σηµείο καµπής. 

• Αν έχω την ( ) Ñ→30: ,f µε  

( )
( ) 











<<−−
≤<−−=

3121
101

2

2

x,x
x,xxf τότε  

      ( ) +∞=1'
αf  και ( ) +∞=1'

δf .  Άρα στο 1, υπάρχει  εφαπτοµένη η ευθεία x=1. 

 

 

Το σηµείο (1,0) θεωρείται σηµείο καµπής σύµφωνα µε τους ορισµούς 1 και 

5,  

     αλλά όχι µε τους υπολοίπους. 

Ενδιαφέρον έχει η απόκριση του σχεδιαστικού προγράµµατος «Graph» στην 

εντολή να  βρει την εφαπτοµένη του διαγράµµατος ενός κλάδου στο σηµείο χ=1 

Γράφει σε κατά λέξη µετάφραση : «Στο σηµείο χ=1 η συνάρτηση ( )f x  δεν 

ορίζεται» ενώ φυσικά και ορίζεται! Η εµφανιζόµενη εφαπτοµένη είναι απλώς 

στο σηµείο χ=0,999 µε συντελεστή κλίσης 225.000 (!) Κάτι τέτοιες οριακές 

καταστάσεις θέλουν πολύ προσοχή όταν τις χειριζόµαστε µε 

λογισµικά…………(Θα έπρεπε να γράφει ( )αντί ( )f x f x′ για να είναι σωστό 

το µήνυµα.) 

• Αν έχω την ÑÑ →:f µε  ( ) xxxxf 1232 23 −+= , τότε το σηµείο 















−−

2
1

2
1 f,  θεωρείται σηµείο καµπής και µε τους έξι ορισµούς.   
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• Για παράδειγµα, αν έχω τη συνάρτηση 

( )
( )

( ) 















−<−+
≤≤−

>+−
=

1,11
11,0

1,11

3

3

xx
x

xx
xf ,. 

Τότε αυτή έχει σηµείο καµπής µόνο µε τον ορισµό 8 και µε κανέναν άλλο.  

Και µάλιστα δεν έχει ένα µόνο σηµείο καµπής, αλλά άπειρα 

υπεραριθµήσιµα και συγκεκριµένα όλα τα σηµεία του διαστήµατος [ ]1,1− . 

Εδώ πρέπει να σχολιάσουµε, ότι το περιβόητο λανθασµένο ζήτηµα των 

Πανελλαδικών Εξετάσεων 2003 στα Μαθηµατικά Α’ δέσµης, σύµφωνα µε 

αυτό τον ορισµό, µπορεί να θεωρηθεί ως σωστό.  Με τον ορισµό όµως του 

διδακτικού βιβλίου είναι λανθασµένο, διότι οι εξετάσεις –υποτίθεται- ότι 

γίνονται σύµφωνα µε τους ορισµούς των βιβλίων του ΟΕ∆Β. 

  Επίσης πρέπει να επισηµανθεί, ότι οι θεωρήσεις µπορούν να αλλάζουν, 

ανάλογα και µε τον ορισµό της κοίλης ή  της κυρτής.  

 Οι περισσότεροι συγγραφείς διευκρινίζουν τη «γνήσια κυρτή» ή «γνήσια 

κοίλη», όπου οι γνωστές ανισοϊσώτητες των ορισµών ισχύουν µόνο ως 

ανισότητες.  Ο αναγνώστης λοιπόν θα πρέπει να είναι προσεκτικός. 
Να σηµειωθεί ότι στα λυκειακά βιβλία του ΟΕ∆Β δίδεται ο ορισµός 1, τον 

οποίο δεχόµαστε και εµείς.  

 

6. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, εκατέρωθεν σηµείου 0x  της οποίας, 

να γίνεται αλλαγή κυρτότητας, αλλά στο 0x  να µην έχω σηµείο καµπής . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Θεωρώ την ÑÑ →:f  µε ( )








≥
<−

=
0
0

2 x,x
x,xxf  . 

Στο 00 =x  η κυρτότητα αλλάζει είδος, αφού ( )












>

<
−=

02

0
4

1

x,

x,
xxxf ''  (δεν 

υπάρχει η  ( )0''f , αφού δεν υπάρχει και η ( )0'f ) και ( ) 0<xf ''  0<∀x , ενώ 

( ) 0>xf ''  0>∀x . 

Στο 00 =x έχω ( ) −∞=0'
αf  και ( ) 00 ='

δf . 
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Έτσι, στο 00 =x δεν υπάρχει εφαπτοµένη και εποµένως το 00 =x δεν είναι 

σηµείο καµπής. 

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

f(x)

 

Στο διάγραµµα φαίνονται οι δυο κλάδοι και ότι εκατέρωθεν του µηδενός από κοίλη 
γίνεται κυρτή, αλλά στο 0 δεν έχω σηµείο καµπής αφού στο 0 δεν έχω εφαπτόµενη 
στο διάγραµµα στης f. 

 

Υπάρχει περίπτωση, εκατέρωθεν ενός σηµείου 0x , µια συνάρτηση  f  να έχει 

αλλαγή κυρτότητας και 0x να µην είναι σηµείο καµπής διότι το ( )fx D∉0 .  Για 

παράδειγµα η ( ) */
x

xf Ñ
1

= , ( ) 3

2
x

xf '' = και ( ) 00 >∀> xxf '' , 

( ) 00 <∀< xxf '' , ενώ δεν υπάρχει σηµείο µηδενισµού της β’ παραγώγου. 

 

7. Να δοθούν παραδείγµατα συναρτήσεων f, g, h ÑÑ → , έτσι ώστε: 

(i) H  f  να µην έχει σηµεία καµπής. 

(ii) H  g  να έχει ν σηµεία καµπής. 

(iii) H  h  να έχει άπειρο και αριθµήσιµο πλήθος σηµείων καµπής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

(i) H ( ) 2xxf =   δεν  έχει σηµείο καµπής. 
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(ii) H g, η οποία έχει ( ) ( )( ) ( )n
'' xx...xxxxxg −−−= 21 , όπου x1, x2,…,xn τα n 

διακεκριµένα σηµεία στα οποία η g παρουσιάζει σηµεία καµπής.  Η g 

υπολογίζεται µε ολοκλήρωση δύο φορές απλά. 

(iii)Η τριγωνοµετρική ( ) xηµxh =  έχει άπειρα σηµεία της µορφής 

Ù∈= κ,κπx  που είναι άπειρα και αριθµήσιµα και είναι θέσεις σηµείων 

καµπής, της µορφής ( ) Ù∈κ,,κπ 0 . 

8. Να αποδειχθεί , ότι για να είναι κυρτή ή κοίλη µια συνάρτηση, δεν είναι 

απαραίτητο να είναι παραγωγίσιµη  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Αν θεωρήσουµε την συνάρτηση ( ) | |f x x=  , τότε σύµφωνα µε τον ορισµό είναι 

κυρτή, αλλά-ως γνωστόν – δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0 . 

Αν θεωρήσουµε την ( ) | |g x x= −  έχοµε το αντίστοιχο παράδειγµα για κοίλη 

συνάρτηση που δεν είναι παραγωγίσιµη. ( ) | |g x x= −  

12.2 ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

1. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει το ( )
Ñ∈

+∞→ x
xf

x
lim , αλλά η 

( )xf  να µην έχει πλάγια ασύµπτωτη.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν ( ) Ñ/xσυνxxf 2+= , τότε ( )
=

+
=

+∞→+∞→ x
xx

x
xf

xx

2συν
limlim  

1001

2
2συν

2
11

2
2συν11συν1 limlimlimlimlim

2

=++=

++=





 +

+==







+=

+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→ x
x

xx
x

x
x

xxxxx  

Όµως ( )( ) xxxf
xx

2συνlimlim
+∞→+∞→

=− λ . Το τελευταίο όριο δεν υπάρχει, διότι αν 

θεωρήσω +∞→= πnxn 2 , τότε 112συνσυν 222 limlimlim ===
+∞→+∞→+∞→ nn

n
n

nx π , 

ενώ αν  

+∞→+=
2

2 ππnyn , τότε 00συν limlim 2 ==
+∞→+∞→ n

n
n

y . 
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Η γραφική παράσταση της  
2( ) συνf x x x= +  εφάπτεται συνεχώς στην ευθεία y=x  , αλλά ποτέ η µεταξύ τους 

απόσταση δεν τείνει στο 0  

 

 

2. Είναι δυνατόν ασύµπτωτη καµπύλης να  τέµνει την καµπύλη; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρόκειται για ενδιαφέρον παιδαγωγικό (και µαθηµατικό ) 

ερώτηµα, καθώς η ετυµολογική σηµασία της λέξης «ασύµπτωτη» παραπέµπει 

ευθέως  στην «µη σύµπτωση» και (κατά τη συνήθη ερµηνεία) στο ότι «δεν 

έχουν κοινά σηµεία». 

Από την άλλη, η µαθηµατική σηµασία του όρου, δεν αποκλείει την ύπαρξη 

κοινών σηµείων, αλλά και αυτό δεν είναι προφανές αν γίνει µια όχι σωστή 

γεωµετρική µετάφραση του ορισµού (πράγµα λίαν σύνηθες). 

Ο ορισµός της πλάγιας ασύµπτωτης, απαιτεί ύπαρξη Ñ∈µ,λ  έτσι ώστε 

            ( )[ ] 0lim =+−
+∞→

µλxxf
x

.    

  (1) 

Η συνήθης λανθασµένη γεωµετρική θεώρηση του ορισµού έγκειται στην εξής 

µετάφραση: « Η (1) σηµαίνει ότι η ( )xf  και η ευθεία µxλy +=  εφάπτονται 

στο άπειρο ή πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά χωρίς να συµπίπτουν ποτέ». 
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Η παραπάνω θεώρηση είναι σωστή για την συντριπτική πλειονότητα των 

χρησιµοποιούµενων παραδειγµάτων ή περιπτώσεων, αλλά όχι και για όλα. 

Παραθέτουµε το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 

( )












=

≠=
0,1

0,ηµ

x

x
x
x

xf  η οποία είναι συνεχής. 

Επίσης,  0ηµ
lim =

+∞→ x
x

x
και 0ηµ

lim =
−∞→ x

x
x

, πράγµα που σηµαίνει ότι η ευθεία y=0 

(δηλαδή ο άξονας xx΄) είναι οριζόντια ασύµπτωτη της ( )xf . 

Όµως η ( )xf  και ο άξονας xx ′  έχουν άπειρα (αριθµήσιµα) κοινά σηµεία, αφού 

η εξίσωση ( )Ñ∈=⇔== ⇔
≠

κκπ,0ηµ0ηµ
0

xx
x
x

x
 και έτσι φαίνεται η απειρία 

των κοινών σηµείων. 

 

Η συνάρτηση ηµ(χ)f(x)=
χ

 έχει την µορφή µιας αποσβενυόµενης φθίνουσας 

ταλάντωσης και προς το +∞  και προς το -∞  

 

12.3. ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥ L’HOSPITAL 

1. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να µην υπάρχει το ( )
( )xg
xf

ax '

'

lim
→

 και να 

υπάρχει το ( )
( )xg
xf

ax
lim

→
.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  
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Το 
x

x
x

x εφ

1ηµ2

0
lim

→
 είναι της µορφής 

0
0  και 0

1
0

εφ

1ηµ

εφ

1ηµ
limlim

0

2

0
===

→→

x
x
x

x

x
x

x

xx
. 

 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

2 1x ηµ( )
χf(x) =

( )εφ χ
 σε µια περιοχή του µηδενός , 

όπου και εποπτικά φαίνεται η ύπαρξη του ορίου. 

Όµως, 

 
( )

=
−

⋅=








→→

x

xx
x

x
x

x
x

x

xx
2

2
2

0'

'
2

0

συν
1

1συν11ηµ2

εφ

1ηµ
limlim  

    

 
x

x

x

x

x

x
x

x

x

xx

1συν
1

1συν
0

συν
1

1συν

συν
1

1ηµ2
lim

lim
limlim

0

0

2
0

2
0 →

→

→→
=−=−=  

και το όριο αυτό δεν υπάρχει. 

Πράγµατι, 

αν 0
2
1

→=
n

xn π
και Í∈∀≠ nxn 0 ,τότε 112συνlim1συνlim →== n

xn
π . 

Αν 0

2
2

1
→

+
=

πnπ
x'

n και Í∈∀≠ nx'
n 0 , τότε 

=





 +=

2
2συνlim1συνlim '

ππn
xn

 00 → . 
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Εποµένως δεν υπάρχει το όριο του 
x
1συν  όταν 0→x . 

 
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=συν(1/χ) . Εποπτικά έχουµε µια γραµµή που 

ταλαντώνεται µεταξύ του 1- και 1 όσο πλησιάζουµε στο 0 , χωρίς όµως να σταθεροποιείται σε 

κάποια συγκεκριµένη τιµή. 

 

ΣΧΟΛΙΟ: Το παράδειγµα αναδεικνύει το ικανό και όχι το αναγκαίο του 

κανόνα L’Hopsital.  Εποµένως, όταν δεν υπάρχει η οριακή τιµή του λόγου των 

παραγώγων, δεν έπεται ότι δεν υπάρχει και το αρχικό προς υπολογισµό όριο. 

2. Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδειχθεί το ψεύδος της 

παρακάτω προτάσεως: 

«Αν οι f, g είναι παραγωγίσιµες και ( )
( ) =

→ xg
xf

x
lim

0
 τότε και ( )

( ) =
′
′

→ xg
xf

x
lim

0
». 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ ( ) xxf = , ( ) 1+= xxg . 

Τότε, ( )
( ) 0

1
0

1limlim
00

==
+

=
→→ x

x
xg
xf

xx
  και ( )

( ) 01
1
1

limlim
00

≠==
′
′

→→ xx xg
xf . 

Εποµένως η πρόταση είναι ψευδής. Όπως δείξαµε και στο προηγούµενο 

παράδειγµα, αληθής γενικά είναι η αντίστροφη πρόταση. 

3. Να δοθεί παράδειγµα υπολογισµού ορίου, το οποίο για τον υπολογισµό 

του να χρειάζεται κ φορές την διαδοχική εφαρµογή του κανόνα 

L’Hospital. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε ότι το όριο  Í∈







∞+
∞+

+∞→
κκx

e x

x
 lim , το οποίο µε κ 

διαδοχικές παραγωγίσιµες, δίνει: 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

+∞===′
−

′
=′

′
=′

′

+∞→−+∞→−+∞→+∞→
κκκκ κκκ x

e

x

e

x

e

x

e x

x

x

x

x

x

x

x
 lim...

1
 lim lim lim

21
. 

Άρα και +∞=
+∞→ κx

e x

x
 lim . 

Σε περίπτωση όπου Í∉< κ0 ,τότε nnn <<−∉∃ κ1:Í . 

Τότε, µε τα από n διαδοχικές παραγωγίσιµες, έχω: 

( )( ) ( ) n

xx

x xn
e

x
e

−
+∞→ +−−−

= κκ κκκκ 1...21
lim lim  

  (1) 

Τότε 0<− nκ  και 0 lim =−

+∞→

n

x
x κ   και +∞=−

+∞→

κn

x
x lim . Άρα το όριο της (1) 

ισούται µε +∞. 

 

4. Μία διατύπωση ενός κανόνα του L’Hospital, είναι η εξής: 

«Αν οι συναρτήσεις  f, g: 

(i)  Είναι συνεχείς στο [ ] 0,, 00 >+− hhxhx  

(ii)  Είναι παραγωγίσιµες στο [ ] { }000 , xhxhx −+−  

(iii) ( ) ( ) 000 == xgxf  

(iv) ( )
( ) Ñ∈=
′

→
λ

xg
xf

x
lim

0
,  

Τότε ( )
( ) λ=

→ xg
xf

x
lim

0
». 

Η συνθήκη (iv) υποκρύπτει την επί πλέον υπόθεση, ότι ( ) 0:0 ≠′>∃ xgε  

( ) { }000 , xxxx −+−∈∀ εε , αφού άλλως δεν υπάρχει το όριο.  Αυτή η 

υπόθεση είναι απολύτως ουσιώδης και βασική για να ισχύει το 

συµπέρασµα. 

Να αποδειχθεί το βάσιµο του τελευταίου ισχυρισµού µε κατάλληλο 

παράδειγµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε τις συναρτήσεις: 
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( ) 



 +=

−

xx
exf x 1ηµ21συν

2

 και ( ) 



 +=

−

xx
exg x 1ηµ1συν

1

  ( )+∞∈∀ ,0x  και 

( ) ( ) 000 == gf . 

Οι προϋποθέσεις και το συµπέρασµα ισχύουν και όταν θεωρήσουµε τις  f, g σε 

διάστηµα της µορφής [ )+∞,0 . Σε αυτή την περίπτωση τα διαστήµατα του 

θεωρήµατος L’ Hospital γίνονται [ ]hxx +00 ,  για την συνέχεια και ( ]hxx +00 ,  

για την παραγωγισιµότητα. 

Πράγµατι, ( )0

2

0
01ηµ21συνlim f

xx
e x

x
==



 +⋅

−

→
, ως γινόµενο απειροστής επί 

φραγµένη, όπως οµοίως και ( )0

1

0
01ηµ1συνiml g

xx
e x

x
==



 +=

−

→
 και εποµένως 

οι  f, g είναι συνεχείς το 0. 

Για τις παραγώγους τους έχω: 

( )
x

e
x

xf x 1ηµ5 2

2

−
=′ ,   ( )

x
e

x
xg x 1ηµ2 1

2 ⋅=′
−

. 

Όµως, οσοδήποτε µικρή γειτονιά του 0, η ( )xg  µηδενίζεται για άπειρες τιµές.  

Αυτό φαίνεται αν θεωρήσω την ακολουθία 0
2
1

→=
n

xn π
. 

Τότε ( ) Í∈∀= nxg n 0  (αφού Í∈∀== nn
xn

02ηµ1ηµ π  και σε κάθε περιοχή 

του 0, βρίσκονται άπειροι όροι της ( ) 0: =′ nn xgx . 

Τότε: 

( )
( ) 0

2
5

lim
1ηµ2

1ηµ5

limlim
1

01

2

2

2

00
==

⋅

=
′
′ −

→−

−

→→

x
x

x

x

xn

n

x
e

x
e

x

x
e

x
xg
xf

, 

όταν 01ηµ ≠
x

. 
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Όµως, το πηλίκο ( )

( )


















+
+⋅=

+

+
⋅=

−−

x

e

x

xe
g
f

xx

x

x

1σφ1

11
1εφ1

1εφ21 11

 δεν έχει όριο στο 

00 =x , αφού αν θεωρήσω την ακολουθία 0

2
2

1
→

+
=

ππn
xn , τότε  

( )
( ) 



 =

+
+⋅=







 +−

+∞→+∞→
0

11
11limlim 2

2 ππn

nn

n

n
e

xg
xf

. 

Όµως αν θεωρήσω την 0

2
32

1' →
+

=
ππn

xn  και 

( )
( ) 





−
+⋅=







 +−

+∞→+∞→ 11
11limlim 2

32

'

' ππn

nn

n

n
e

xg
xf

 δεν έχει νόηµα, αφού η αγκύλη δεν 

έχει νόηµα πραγµατικού αριθµού. 

Στο προηγούµενο παράδειγµα, απλοποιήσαµε τον παράγοντα 
x
1ηµ , χωρίς 

να λάβουµε υπ’ όψιν µας, ότι υπάρχουν τιµές του x, οσοδήποτε κοντά στο 0 

που τον µηδενίζουν, καταλήγοντας σε λάθος.  

 Το αντίστοιχο παράδειγµα, όταν +∞→x  είναι όταν ζητάµε να υπολογίσουµε 

το παρακάτω όριο: 

( )
( )xxe

xxe
x

x

x ηµσυν
ηµ2συν

lim
2

+
+

−

−

+∞→
.  Είναι της µορφής 

0
0  και δεν υπάρχει.  Πράγµατι, αν 

διαιρέσω µε 0≠xσυν , τότε έχω 
x
xe x

x εφ1
εφ21

lim
+

+−

+∞→
. 

Αν θεωρήσω nxn π= , τότε +∞→nx  και 

0
01

021
limεφ1

εφ21
lim =

+
⋅+

⋅=
+

+
⋅ −

+∞→

−

+∞→

ππ

π
π n

n

n

n
e

n
ne . 

Αν όµως θεωρήσω +∞→−=
4

2' π
πnxn  και 

11
21

lim

4
2εφ1

4
2εφ21

lim 44

−
−

⋅=






 −+







 −+

⋅






 −−

+∞→







 −−

+∞→

ππππ

ππ

ππ n

n

n

n
e

n

n
e  που δεν έχει νόηµα, 

αφού έχω 0 σε παρανοµαστή. 
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 5. Υπάρχει παράδειγµα ορίου της µορφής 
0
0  στο οποίο ο κανόνας  του 

L’Hospital αποτυγχάνει, αφού επάγει σε εφαρµογή του άπειρες φορές, 

πράγµα αδύνατο.  Εν τούτοις, µε κατάλληλο µετασχηµατισµό, µπορεί να 

υπολογισθεί εφαρµόζοντας τον κανόνα του L’ Hospital πεπερασµένες 

φορές. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το παράδειγµα είναι το **

1

0
,, lim

2

ÍÑ ∈∈
⋅

−

→
n

x
e

n

x

x
αα . 

Η λεπτοµερής διαπραγµάτευση του γίνεται στην παρακάτω εφαρµογή. 

 

6.Υπάρχει συνάρτηση ÑÑ →:f  και Ñ∈0x , έτσι ώστε  

( ) ( ) Í∈∀= nxf n 00  και ( ) ( )xf n  µη σταθερές Í∈∀n . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ( )












=
≠⋅=

−

0,0
0,2

1

x
xexxf x που είναι 

γνωστή και ως «συνάρτηση του Cauchy». Γι’ αυτήν, ισχύουν τα ακόλουθα: 

( ) ,0,2 2
1

3 ≠=′
−

xe
x

xf x  ( ) 00
2

1

0
lim ==′

−

→ x
ef

x

x
. 

 

( ) ,0,64 2
1

46 ≠





 −=′′

−
xe

xx
xf x  ( ) 020 2

1

40
lim ==′′

−

→

x

x
e

x
f . 

Θα δείξω ότι  

  ( ) ( )












=

≠⋅







=
−

0,0

0,1 2
1

3

x

xe
x

Pxf
x

nn   

  (1) 

όπου 







x
P n

1
3  πολυώνυµο βαθµού 3n  ως προς 

x
1 . 

Η (1) για  n=1 ισχύει. 
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Υποθέτοντας, ότι ισχύει για n, θα δείξω ότι ισχύει και για n+1.  Πράγµατι: 

( ) ( ) ( ) ( )( )


















+






−=







+






−=

′
=

−−

−−
+

22

22

1

3332

1

1

33

1

32
1

1211

1211

x
nn

x

x
n

x
n

nn

e
x

P
xx

P
x

e

e
x

P
x

e
x

P
x

xfxf

 

Η παράσταση εντός της αγκύλης, είναι άθροισµα πολυωνύµων βαθµών 3n+2 

και 3n+3, δηλαδή τελικά πολυώνυµο βαθµού 3(n+1) ως προς 
x
1 . 

Θέτω  

( ) 0,12111
333213 ≠






+






−=








+ x
x

P
xx

P
xx

P nnn . 

Για x=0, έχω: 

( ) ( ) 01
1

0 2

2
1

13
0

1

3

0

1 limlim =





=









=
−

+
→

−

→

+ x
n

x

x
n

x

n e
x

P
x

e
x

P
f . 

(Θέσαµε 





=⋅








+ x
P

xx
P nn

111
133 ). 

∆ιότι, αν κκα x
1

⋅  κάποιος όρος του πολυωνύµου 







+ x
P n

1
13 , τότε προκύπτει ότι 

Ñ∈=⋅
−

→
κκκ αα ,01 2

1

0
lim x

x
e

x
. 

Η εύρεση αυτού του ορίου γίνεται µε εφαρµογή του κανόνα του L’Hospital 

κατά µη τετριµµένο τρόπο, ως εξής: 

Το 
κ

κα
x
e x

x

2
1

0
lim

−

→

⋅  είναι της µορφής 
0
0 , αλλά παρ’ όλα αυτά, δεν µπορεί να 

εφαρµοσθεί ο κανόνας του L’Hospital, αφού οδηγεί σε αλλεπάλληλες µορφές 

0
0  επ’ άπειρον πράγµα που καθιστά αδύνατο τον υπολογισµό του.  

Καταφεύγουµε στο εξής τέχνασµα: 









∞−
∞−

∞+
∞+

==
→

−

→
ή

1

2

2

10

1

0
limlim

x

k

x

x

x
e

x
x

e
κκκ αα . 
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‘Εχω +∞, όταν +→ 0x  και -∞, όταν −→ 0x  θέτουµε y
x

=
1 .  Τότε +→ 0x , 

+∞→y  και  

( ) ( )
22

4

22

3

2

2

2

1

2

2
2

 lim
2

2
 lim

2
 lim

2
 lim lim

yxyx

yxyxyy

e
ya

ye
ya

e
y

καye
y

καe
y

κα

⋅

−⋅⋅
=

−⋅⋅
=

⋅
==








∞+
∞+

=

−

+∞→

−

+∞→

−

+∞→

−

+∞→+∞→

κ
κ

κ
κ

κκκ

κκκκ

κκ

   (1) 

µε συνεχείς εφαρµογές του κανόνα του L’Hospital, στον αριθµητή της (1), 

έπειτα από πεπερασµένο αριθµό βηµάτων θα έχω 0 και στον παρανοµαστή 

παράσταση 0≠ .  Εποµένως, το όριο είναι το Í∈∀κ,0 . Αναλόγως, όταν 

−→ 0x , −∞→y , και 0lim 2 =
−∞→

y
y e

yκ

. 

Εποµένως, τελικά, όταν 0→x   

0lim
2

1

=

−

κx
e x

. 

Έτσι, ξαναγυρνώντας στην υπολογισµό της παραγώγου συναρτήσεως, έχω: 

 

( ) ( ) ( )













=

≠⋅







=
−

++

0,0

0,1 2
1

131

x

xe
x

Pxf
x

nn . 

7. Υπάρχει συνάρτηση ÑÑ →:f , η οποία έχει συνεχείς παραγώγους 

οιασδήποτε τάξεως σε σηµείο  0x , αλλά δεν αναπτύσσεται κατά Taylor. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι η συνάρτηση Cauchy ( )












=
≠⋅=

−

00
02

1

x,
x,exxff x , για την 

οποία όπως είδαµε πριν,  ισχύει ( ) ( ) Í∈∀= nf n ,00 , οπότε αν θεωρήσουµε 

00 =x , το ανάπτυγµα ταυτίζεται πάντα µε το υπόλοιπο Taylor, δηλ. δεν 

υπάρχει ανάπτυγµα. 
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12.4. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ   ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ ΚΟΙΛΩΝ 

ΚΑΙ ΚΥΡΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

1) ( ) Ñ∈+= β,α,βxαxf .  ∆εν είναι ούτε κυρτή, ούτε κοίλη. 

2) ( ) 02 ≠++= α,γxβxαxf .  Για α>0 είναι κυρτή και για α<0 είναι κοίλη. 

3)  ( ) 00 ≠−≠
+
+

= βγαδ,γ,
δxγ
βxαxf , ( )








−−=
γ
δf ÑD . 

(i) Αν 0<− βγαδ , τότε στο 







−∞−
γ
δ,  η f  κοίλη και στο 








+∞− ,

γ
δ  κυρτή. 

(ii) Αν 0>− βγαδ , τότε στο 







−∞−
γ
δ,  η f  κυρτή και στο 








+∞− ,

γ
δ  κοίλη. 

4) ( ) 101 ≠≠−≠= x,x,x,xxf a .  Για τις διάφορες τιµές του α: 

(i) ( ) ÑDÍ =∈ f,n,x n2 , είναι κυρτή παντού.  

(ii) { } ( ) ÑDÍ =−∈− f,n,x n 112 , στο ( )0,∞−  κοίλη, στο ( )+∞,0  κυρτή. 

(iii) ( ) **n f,n,x ÑDÍ =∈−2 , στο ( )0,∞−  κυρτή, στο ( )+∞,0  κυρτή. 

(iv) ( ) **n f,n,x ÑDÍ =∈−− 12 , στο ( )0,∞−  κοίλη, στο ( )+∞,0  κυρτή. 

(v) ( ) ( ) ( )+∞=−∈ ,,f,a,xa 110 ∪DÙÑ .  Οπότε: 

 α) 1ή0 >< αα είναι κυρτή. 

 β) 10 << α  είναι κοίλη. 

5) ( ) ( ) ÑD =≠>= f,α,α,αxf x 10 , είναι κυρτή παντού. 

6) ( ) ( ) *
α f,α,α,xlogxf +=≠>= ÑD10  

i) Αν 10 << α  είναι κυρτή. 

ii) Αν 1>α είναι κοίλη. 

7) ( ) xηµxf = . 

Στα ( )πκπ,κπ +22  κοίλη, ( )πκπ,πκπ 222 ++  κυρτή.  ( )Ù∈κ  

8) ( ) xσυνxf = . 

Στα 





 +−

2
2

2
2

�
��,

�
��  κοίλη, �

�

�
�
�

�
��
2

3
2

2
2

�
��,

�
��  κυρτή.  � ����  

9) . 
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Στα  κυρτή,  κοίλη.  ( )���  

10) ( ) x��xf = . 

Στα  κυρτή,  κοίλη.  ( )���  

11) Με τη χρήση της πρότασης, ότι: «Αν η  f  στο (α,β) είναι κυρτή, τότε η – f 

είναι κοίλη και αντιστρόφως». 

12) Αν η  f  στο (α,β) κυρτή, τότε η ( )��- ��f  στο ίδιο διάστηµα θα είναι 

κυρτή και αντιστρόφως. 

13) Αν η  f  στο (α,β) κυρτή, τότε η ( )��-� �,��f�  στο ίδιο διάστηµα θα 

είναι:  

(i)  , κυρτή και αντιστρόφως. 

(ii) , κοίλη και αντιστρόφως. 

14) Οι άρτιες συναρτήσεις, δεξιά και αριστερά του άξονα yy’  έχουν το ίδιο 

είδος κυρτότητας. 

15) Οι περιττές συναρτήσεις, στα συµµετρικά ως προς την αρχή γραφήµατα και 

στα αντίστοιχα διαστήµατα, έχουν διαφορετικό είδος κυρτότητας. 

16) Οι περιοδικές συναρτήσεις µε περίοδο Τ, στα αντίστοιχα περιοδικά 

διαστήµατα πλάτους  Τ, διατηρούν την κυρτότητά τους. 

17) Αν οι f, g είναι δύο φορές παραγωγίσιµες και κυρτές και αν επί πλέον η f 

είναι γνησίως αύξουσα, η  f0g είναι κυρτή. 

18) 18) Αν ( )xP  πολυώνυµο µε θετικούς συντελεστές και άρτιους εκθέτες, τότε 

η συνάρτηση  είναι παντού κοίλη. 

19) Το πεπερασµένο κοίλων (κυρτών) συναρτήσεως σε διάστηµα (α,β) είναι 

κοίλη (κυρτή). 

20) Αν  είναι θετικές µε κοινό σηµείο ελαχίστου, τότε το γινόµενο 

τους είναι συνάρτηση κοίλη. 
 

12.5. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΜΕ ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 

1) Η  f  µε ( )
n

xxf =  έχει σηµείο καµπής µόνο στην περίπτωση όπου το n  

είναι περιττός µε . 

2) ( ) xxf ��= .  Έχει σηµεία καµπής τα ( ) ���,,�� 0 . 
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3) .  Έχει σηµεία καµπής τα . 

4) ( ) xxf ��= .  Έχει σηµεία καµπής τα ( ) ���,,�� 0 . 

5) .  Έχει σηµεία καµπής τα . 
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13. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN 

 

13.1. Η ολοκλήρωση κατά Riemann 

 
1. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως  f, η οποία είναι ορισµένη σε κλειστό 

διάστηµα [ ]βα, , φραγµένη και µη ολοκληρώσιµη κατά Riemann. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ως ένα τέτοιο παράδειγµα µπορούµε να αναφέρουµε τον περιορισµό 

x⋅λ  στο [ ]1,0  της γνωστής συνάρτησης του Dirichlet: 

( ) [ ]
[ ]

1, 0,1
0, 0,1 \

x
f x

x
 ∈ ∩ =  ∈  

 

Ορίζεται στο [ ]1,0 , είναι προφανώς φραγµένη.  Για οποιαδήποτε διαµέριση του [ ]1,0  

οσοδήποτε λεπτή και σε κάθε υποδιάστηµα που δηµιουργεί, θα υπάρχουν και ρητοί 

και άρρητοι (λόγω της πυκνότητας και των ρητών και των αρρήτων στο Ñ ). 

Άρα, ∀  διαµέριση { }1,...,,,0 210 === nxxxxP  του [ ]1,0  θα έχω ( ) 0, =fPL  και 

( ) 1, =fPU  ή ( ) ( ) 10 =≠= ∫∫ xfxf .  Άρα η  f,  δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [ ]1,0 .   

2. Να βρεθεί συνάρτηση [ ] Ñ→βα ,:f , µε ( ) [ ]βα,0 ∈∀≥ xxf , ( )xf  µη 

µηδενική, για την οποία ( ) 0=∫
β

α
xf . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε την [ ] Ñ→1,0:f  µε  ( ) { }
( )








∈
∈

=
1,0,0
1,0,1

x
x

xf  0>∀ε  

θεωρώ διαµέριση Ρ λεπτότητας µικρότερης από 
2
ε . Τότε  ( ) εεε

=⋅+⋅< 1
2

1
2

, fPU  

( ) 0, =fPL   και  ( ) ( ) ε<− fPLfPU ,, , δηλ. Η f είναι ολοκληρώσιµη µε ( ) 0
1

0
=∫ xf . 

3. Είναι γνωστό, ότι «Αν [ ] Ñ→βα,:, gf  είναι ολοκληρώσιµες και  

( ) ( ) [ ],f x g x x α β≥ ∀ ∈ , τότε ( ) ( )f x g x
β β

α α

≥∫ ∫ ». 

Να εξετασθεί αν ισχύει ανάλογη πρόταση διάταξης και για τις παραγώγους των 

gf ,  σε ένα διάστηµα [ ]βα, . 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ∆εν ισχύει, όπως φαίνεται από τα πιο κάτω τρία παραδείγµατα: 

• Αν  ( ) 







= 1,

3
3/xxf  και ( ) 








= 1,

3
3/3xxg  τότε ( ) ( ) 








∈∀≥ 1,

3
3xxgxf  (το 

ίσον ισχύει µόνο για τις ακραίες τιµές). Όµως,  

( ) 1=′ xf   και  ( ) 23xxg =′   και  ( ) ( )2 31 3 ,1
3

f x x g x x
 

′ ′= ≤ = ∀ ∈  
 

. 

∆ηλαδή, ( ) ( ) ( ) ( ) 3 ,1
3

f x g x f x g x x
 

′ ′≥ ⇒ ≤ ∀ ∈  
 

. 

• Για συναρτήσεις µε την ίδια αναλυτική έκφραση όπως προηγουµένως αλλά 

ορισµένες στο 








3
3,0 . Έχω  ( ) ( ) ( ) ( )3 21 3x f x g x x f x g x x′ ′= ≥ = ⇒ = ≥ = . 

 

X

Y

1

1

2

3

0

Created with a trial version of Advanced Grapher - http://www.alentum.com/agrapher/

 
 

• Για τις   ( ) [ ]1,0/5=xf  και ( ) [ ]1,0/3=xg  έχω ( ) ( ) [ ]1,0∈∀> xxgxf  και 

( ) ( ) [ ]1,00 ∈∀′==′ xxgxf . 

Από τα προηγούµενα τρία παραδείγµατα, καθίσταται φανερό, ότι δεν µπορεί να 

υπάρξει ανάλογη πρόταση διάταξης για τις παραγώγους, όπως και στα 

ολοκληρώµατα. 

 

3
3

3
3

( )f x x=
( ) 1f x′ =

3( )g x x=

2( ) 3g x x′ =

1
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4. Ισχύει η πρόταση, ότι «Αν [ ] Ñ→βα ,:f , ολοκληρώσιµη, τότε και η f  

ολοκληρώσιµη». 

Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η αντίστροφη πρόταση έχει την εξής διατύπωση: «Αν [ ] Ñ→βα ,:f  

και η f  ολοκληρώσιµη, τότε και η  f  θα είναι ολοκληρώσιµη». 

Για να αποδειχθεί η µη ισχύς της, πρέπει κι αρκεί να παραθέσουµε ένα 

αντιπαράδειγµα. 

Πράγµατι, αν θεωρήσω Ñ→:f  µε ( ) [ ]
[ ] ( )0

',,
,,

≠








∈−
∩∈

= λ
βαλ
βαλ

Ð

Ð

x
x

xf . 

Τότε για κάθε διαµέριση του [ ]βα, , λόγω της πυκνότητας και των ρητών και των 

αρρήτων στο Ñ , θα έχω ( ) ( )αβλ −⋅=fPU ,  και ( ) ( )αβλ −⋅−=fPL , . 

∆ηλαδή, ( ) ( )fPLfPU ,, ≠ , για κάθε διαµέριση του [ ]βα, . 

Το ίδιο ισχύει και το infimum και το supremum των διαµερίσεων, δηλαδή 

( ) ( )dxxfdxxf ∫∫
−

−

≠
β

α

β

α
, δηλαδή η  f  δεν είναι ολοκληρώσιµη. Όµως  

( ) [ ]βαλ ,∈∀= xxf   και  ( ) ( )αβλ
β

α
−−=∫ dxxf  

)0(][)) Ñ∈∀≠⇒++⋅=⋅⇒⋅++⋅⋅= zeAaBaAxeexeABAxeaxe axaxaxazaxax  

⇒++= AaBaAxx (εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυµα) 

















−=

=
⇔









=+
=

2
1

1

0
1

α

α
α

α

B

A

AB
A

. 

Εποµένως Cexdxxe xax +





 −=∫ α

αα 2
11  µε άλλο τρόπο. 

Η κλάση των αορίστων ολοκληρωµάτων dxxeax∫  µε *Ñ∈α  είναι άπειρη 

(υπεραριθµήσιµη). Φυσικά κάθε ολοκλήρωµα της µορφής dxexP ax∫ ⋅)( , όπου )(xP  

πολυώνυµο υπολογίζεται µε τους δύο τρόπους που αναφέραµε. Βεβαίως υπάρχουν κι’ 

άλλες άπειρες κλάσεις που υπολογίζονται µε όχι µοναδική µέθοδο. 
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5. Επίσης ισχύει η πρόταση: «Αν η Ñ→],[: βαf  είναι ολοκληρώσιµη, τότε 

και η 2f  είναι ολοκληρώσιµη». Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη 

πρόταση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αντίστροφη πρόταση: «Αν Ñ→],[: βαf  και 2f  ολοκληρώσιµη, 

τότε και η f  ολοκληρώσιµη». ∆εν ισχύει και ως αντιπαράδειγµα µπορεί να 

παρατεθεί η συνάρτηση της προηγούµενης εφαρµογής: 

Η ( ) [ ]
[ ] 








∈
∩∈−

=
Ð

Ð

\,,
,,
βαλ
βαλ

x
x

xf  δεν είναι ολοκληρώσιµη, παρότι η 

22 )()()( λ=⋅= xfxfxf , ],[ βα∈∀x  είναι και ∫ −=
β

α
αβλ )()( 22 dxxf . 

  

6. Είναι γνωστό ότι κάθε συνεχής συνάρτηση Ñ→],[: βαf  είναι 

ολοκληρώσιµη. (Ολοκλήρωση Cauchy). Το ολοκλήρωµα Riemann επεκτείνει 

την ολοκληρωσιµότητα και σε µη συνεχείς συναρτήσεις. Υπάρχει η πρόταση 

που αποδεικνύει την ολοκληρωσιµοτητα µιας Ñ→],[: βαf  όταν έχει ένα 

σηµείο ασυνέχειας στο ],[ βα . 

Ως πόρισµα αυτής της πρότασης, αν θεωρήσουµε *Í∈k  σηµεία ασυνέχειας 

στο ],[ βα , τότε εφαρµόζοντας την ολοκληρωσιµότητα σε k κλειστά 

υποδιαστήµατα που περιέχουν ένα σηµείο ασυνέχειας και εκµεταλλευόµενοι το 

ότι το ολοκλήρωµα σε διάστηµα ισούται µε το άθροισµα των ολοκληρωµάτων 

στα υποδιαστήµατα, συµπεραίνουµε, ότι µια Ñ→],[: βαf  µε k σηµεία 

ασυνέχειας στο ],[ βα  είναι ολοκληρώσιµη. Η αµέσως επόµενη επέκταση είναι 

αν έχω άπειρα σηµεία ασυνέχειας στο ],[ βα . Επειδή όµως υπάρχουν  διάφορα 

είδη απείρου , η πλέον απλή περίπτωση απείρου είναι να έχω άπειρα µεν, αλλά 

αριθµήσιµα σηµεία ασυνέχειας στο ],[ βα . Τότε, ίσως η f  είναι ολοκληρώσιµη 

κατά Riemann. (Συγκεκριµένα, χρειάζεται η ισχυρότερη συνθήκη της 

απόλυτης συνέχειας και της φραγµένης κύµανσης). 

Σε περίπτωση ύπαρξης άπειρων αλλά υπεραριθµήσιµων σηµείων ασυνέχειας 

στο ],[ βα , το κριτήριο ολοκληρωσιµότητας του Riemann, δίνει αρνητικό 

αποτέλεσµα. Εκεί, την σκυτάλη της επέκτασης την παραλαµβάνει το 
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ολοκλήρωµα Lebesque, το οποίο µπορεί να αποφαίνεται και για τις 

περιπτώσεις όπου τα σηµεία ασυνέχειας στο ],[ βα  είναι υπεραριθµήσιµα. 

Συγκεκριµένα, το λήµµα του Lebesque λέει ότι µια συνάρτηση φραγµένη 

Ñ→],[ βα  είναι ολοκληρώσιµη, αν και µόνο αν το σύνολο των σηµείων 

ασυνέχειας της f  στο ],[ βα  έχει µέτρο 0. Μέτρο 0, έχουν όλα τα πεπερασµένα 

και όλα τα αριθµήσιµα σύνολα, αλλά και κάποια από τα υπεραριθµήσιµα, 

όπως το σύνολο του Cantor.  

Έτσι: 

«Υπάρχει συνάρτηση Ñ→],[: βαf  µε άπειρα και αριθµήσιµα σηµεία 

ασυνέχειας στο ],[ βα , η οποία είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann.» 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω ]1,0[]1,0[: →f  µε 











 ===

άρρητοςαν,0

1),(µερητόςαν,1
)(

x

mn
n
mx

nxf . 

Έστω δεδοµένο 0>ε . Τότε υπάρχει ο µικρότερος ακέραιος Ν για τον οποίο να ισχύει 

2
1 ε

<
N

    (1) (∆ιότι από αξίωµα Αρχιµήδη–Ευδόξου υπάρχει 
ε
2

>N  που ισοδυναµεί 

µε την (1)). 

Έστω k , ο αριθµός των ρητών 
n
m που έχουν παρονοµαστή µικρότερο από Ν. Ο 

αριθµός αυτός k , είναι οπωσδήποτε πεπερασµένος, αφού µπορούµε να 

κατασκευάσουµε όλα τα κλάσµατα 
n
m , µε Nnm <<  µε πεπερασµένα βήµατα, όπως 

φαίνεται παρακάτω: 

1
2,...,

5
4,

5
3,

5
2,

5
1,

4
3,

4
2,

4
1,

3
2,

3
1,

2
1,

1
1

−
−

N
N . 

Το ότι κάποια κλάσµατα είναι ισοδύναµα µε άλλα δεν µας ενοχλεί, αφού πάλι τα 

λιγότερα θα είναι πεπερασµένα, έστω –όπως ορίσαµε– k  το πλήθος. Αν επιλέξω µια 

διαµέριση µε λεπτότητα 
k

P
4

|||| ε
<  τότε µπορούµε να εγκλείσουµε τα k  το πλήθος 

σηµεία του ]1,0[  σε υποδιάστηµα µήκους µικρότερου από 
2
ε . 
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∆εδοµένου ότι η f  είναι φραγµένη από το 1, η ολική συνεισφορά στην διαφορά 

),(),( fPLfPU −  από τα υποδιαστήµατα που περιέχουν αυτά τα k  σηµεία, δεν 

µπορεί να ξεπεράσει το 
2
ε . Στα διαστήµατα που δεν περιέχουν κανένα απ’ αυτά τα k  

σηµεία, είναι 0=im  και 
2

1 ε
<≤

N
M i , εποµένως η ολική συνεισφορά στη διαφορά 

),(),( fPLfPU −  από αυτά τα υποδιαστήµατα είναι µικρότερη από 
2
ε . 

Άρα, τελικά εεε
=+≤−

22
),(),( fPLfPU , πράγµα που σηµαίνει ότι η f  είναι 

ολοκληρώσιµη. 

 

 

 

 

13.2. Το ολοκλήρωµα Riemann–Stieltjes 

 

1.Υπάρχει συνάρτηση f , η οποία δεν είναι Riemann–Stieltjes ολοκληρώσιµη 

για καµµία αύξουσα συνάρτηση ...φ ≠ Ο  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε ως f  τη συνάρτηση του Dirichlet ορισµένη σε κλειστό 

διάστηµα ],[ βα , δηλαδή 









∈
∈

=
άρρητοςκαι],[0,
ρητόςκαι],[,1

)(
xx
xx

xf
βα
βα

. 

Για κάθε διαµέριση Ρ του ],[ βα , λόγω της πυκνότητας των ρητών και των αρρήτων 

στο ],[ βα  θα έχω 0),,( =PfL φ  και 1),,( =PfU φ . ∆ηλαδή δεν ικανοποιείται το 

κριτήριο SR − , εποµένως η f  δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά SR − . 

 Να σηµειώσουµε, ότι η f  είναι ολοκληρώσιµη κατά Lebesque και το 

ολοκλήρωµα έχει τιµή 0, όπως προβλέπεται στη θεωρία Μέτρου. 
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13.3. Ολοκληρωσιµότητα και πράξεις συναρτήσεων 

 

1.Ως γνωστόν, η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση και 

η σύνθεση παραγωγισίµων συναρτήσεων, είναι επίσης παραγωγίσιµη 

συνάρτηση. 

Με κατάλληλο παράδειγµα να δείξετε, ότι η σύνθεση ολοκληρωσίµων, δεν 

είναι πάντοτε ολοκληρώσιµη συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ]1,0[]1,0[: →f  της προηγούµενης 

διαπραγµάτευσης, όπου δείξαµε ότι είναι ολοκληρώσιµη. 

Επίσης, θεωρώ την Ñ→]1,0[:g , µε 








=
∈

=
0,0

]1,0(,1
)(

x
x

xg  η οποία είναι ασυνεχής 

σε ένα µόνο σηµείο του ]1,0[  και σύµφωνα µε γνωστή πρόταση είναι ολοκληρώσιµη. 

Η σύνθεση των gf ,  δίνει 

1, [0,1]
( ) ( )

0, [0,1] \
x

h x f g
x

∈ ∩ 
= =  ∈ 

 

η οποία όπως αποδείξαµε (εφ.1 παρόντος κεφαλαίου) δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά 

Riemann. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι όπως αποδεικνύεται στην Θεωρία Μέτρου, η συγκεκριµένη 

συνάρτηση (“χαρακτηριστική του Ð”) είναι ολοκληρώσιµη κατά Lebesque µε τιµή 

ολοκληρώµατος το 0. 

Επίσης αξίζει να υποµνηθεί, ότι ισχύει η πρόταση «Ολοκληρώσιµη σε σύνθεση µε 

συνεχή ολοκληρώσιµη, δίνει ολοκληρώσιµη».  

 

2.Ισχύει η πρόταση, ότι «Αν gf ,  ολοκληρώσιµες, τότε και το γινόµενο της 

gf ⋅  θα είναι ολοκληρώσιµη». Να αποδείξετε ότι δεν ισχύει η αντίστροφη 

πρόταση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει κι αρκεί, να βρω δύο συναρτήσεις gf ,  των οποίων το 

γινόµενο να είναι ολοκληρώσιµη ενώ µία τουλάχιστον από τις gf ,  να µην είναι 

ολοκληρώσιµη. Αν θεωρήσω →]1,0[:, gf Ñ µε 
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−

=
άρρητος1,
ρητός,1

)(
x
x

xf ,    






−

=
άρρητος1,
ρητός,1

)(
x
x

xg  

τότε οι gf ,  δεν είναι ολοκληρώσιµες (βλ. ανάλογη απόξειξη στην εφ. 1 του 

παρόντος κεφαλαίου.) όµως 

]1,0[1
άρρητος1,
ρητός,1

)()())(( ∈∀−=







−
−

=⋅=⋅ x
x
x

xgxfxgf  

η οποία προφανώς είναι ολοκληρώσιµη. 

 

13.4. Ολοκληρωσιµότητα και συνέχεια 

 

1.Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης →],[: βαF Ñ και →],[: βαf Ñ, για τις 

οποίες να ισχύει: 

• ∫=
x

dtxfxF
α

)()(  

• )()( xfxF ≠′ . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την →]1,0[:f Ñ µε 
















=

≠
=

2
1,1
2
1,0

)(
x

x
xf . 

Αν →]1,0[:F Ñ µε ∫=
x

dttfxF
0

)()(   τότε 0)( =xF , οπότε και 0)( =′ xF  ]1,0[∈∀x . 

Έτσι, )()( xfxF ≠′ . 

Έχει σηµειωθεί, ότι η f , δεν έχει καµία αρχική )()(: xfxGG =′ , διότι µε εφαρµογή 

του θεωρήµατος του Dabroux, η )(xG′  θα πρέπει να έχει την ιδιότητα των 

ενδιαµέσων τιµών, άρα και η ίση της η )(xF , όµως 0)0( =f  1
2
1

=





f , ενώ 

2
1)(:]1,0[ =∈∃/ xf . Άρα )()(:)( xfxGxG =′∃/ . 

Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήξαµε και στο πρώτο παράδειγµα του παρόντος 

κεφαλαίου. 

Ανακεφαλαιώνοντας, υπενθυµίζουµε την πρόταση που ισχύει: 
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«Αν →],[: βαf Ñ συνεχής στο ],[ βα  και →],[: βαF Ñ µε ∫=
x

dttfxF
α

)()( , τότε η 

F ′  υπάρχει και ],[),()( βα∈∀=′ xxfxF . 

 

2. Ως γνωστόν, η συνέχεια µιας συνάρτησης f , είναι µια συνθήκη για την 

ύπαρξη αρχικής συνάρτησης της f  (ή παράγουσας την f ). Να αποδειχθεί, ότι 

η συνθήκη αυτή είναι µεν ικανή, αλλά όχι αναγκαία. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το ότι είναι ικανή, αποτελεί γνωστή πρόταση. 

Το ότι δεν είναι αναγκαία, θα το αποδείξουµε µε ένα αντιπαράδειγµα. Θα 

παραθέσουµε συνάρτηση f , µη συνεχή, και η οποία θα έχει αρχική συνάρτηση F . 

Θεωρώ την →]1,0[:f Ñ µε 












=

≠−=
0,0

0,cos1ηµ2)(
x

xx
x

xxf . 

Η f  δεν είναι συνεχής στο 0 (βλ. Β.8.1.19.). Η f όµως, έχει αρχική συνάρτηση την 

:F  












=

≠=
0,0

0,1ηµ)(
2

x

x
x

xxF  η οποία είναι συνεχής και ),()( xfxG =′  ]1,0[∈∀x , 

 

3. Υπάρχει συνάρτηση →],[: βαF Ñ, για την οποία ισχύει ότι η  )(xF  είναι 

παραγωγίσιµη µε )()( xfxF =′ , ],[ βα∈∀x  αλλά η f  δεν είναι ολοκληρώσιµη 

στο ],[ βα . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω 












=

≠=
0,0

0,1ηµ)(
2

x

x
x

xxF . 

Τότε 












=

≠−==′
0,0

0,1συν21ηµ2)()( 22
2

x

x
xxx

xxfxF . 

Όµως, θεωρώντας την 
n

xn π2
1

= , έχω ότι 0→nx  και 0≠nx  ∈∀n Í, ενώ 

1 2 2
2

f n
n

π
π

 
= − → −∞ 

 
, πράγµα που σηµαίνει, ότι η f  σε περιοχή του µηδενός 

δεν είναι φραγµένη, άρα η f  δεν είναι ολοκληρώσιµη. 
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4. Να αποδειχθεί, ότι ο γνωστός τύπος ∫ −==
x

GxGxfxF
α

α)()()()(   ,όπου G(x) 

µία αρχική της  f (x),   δεν δίνει όλες τις αρχικές της f . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω xxf συν)( = . Τότε 

∫ −==
x

xtdtxF
α

αηµηµσυν)( .   (1) 

Επίσης µια αρχική της xxf συν)( =  είναι και η 15ηµ)( += xxG , ∈x Ñ αφού 

)(συν)( xfxxG ==′ . 

Όµως, η )(xG  δεν µπορεί να προκύψει από τον τύπο (1), αφού ∈∀≤− αα ,1|ηµ| Ñ. 
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14. ΜΗΚΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  -  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΦΡΑΓΜΕΝΗΣ  

ΚΥΜΑΝΣΗΣ 
 

14.1.  Μήκος συνάρτησης-φραγµένη κύµανση 
1. Να κατασκευασθεί συνάρτηση ]1,0[]1,0(: →f   ώστε: 

• Να έχει άπειρο µήκος 

• Η απόδειξη της “απειρίας του µήκους” να είναι η στοιχειωδέστερη δυνατή. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα κάνουµε την κατασκευή της f  µε γεωµετρικό-εποπτικό τρόπο. 

Θεωρώ τα σηµεία 





























































=

+

−

άρτιοςαν,1,

2

3

περιττόςαν,0,

2

1

1
2

2
1

n

n

A

n

n

n . 

Σχηµατίζω τη συνάρτηση που έχει ως γραφική παράσταση την άπειρη τεθλασµένη 

γραµµή ...54321 AAAAA . Επίσης 

Í∈∀>−+















−=

−
+

++ nAA nnnn 1)01(

2

1

2

3)( 2

2

2
11

2
11 . 

Εποµένως 

+∞=>⇒+++>+++ ∑ ∑
∞

=

∞

=
+

1 1
1433221 1)(111)()()(

k k
kk AAAAAAAA . 

Εποµένως ∑
∞

=
+ +∞=

1
1)(

k
kk AA . 

Γεωµετρικά, έχω µια εικόνα από άπειρα ισοσκελή τρίγωνα που όλα έχουν ύψος επί τη 

βάση ίσο µε 1 και λόγω της ιδιότητας πλαγίας-καθέτου 1)( 1 >+nn AA , αφού στο νοητό 

ορθογώνιο τρίγωνο ύψος και πλευράς, η υποτείνουσα είναι µεγαλύτερη από την 

κάθετη. 

Η αναλυτική έκφραση της f , µπορεί να προκύψει ως εξής: 



 316 

,...2,1,0

0,0
2

3,
2

1,22

2
1,

2
3,22

)( 21
2

2
22

=





























=




∈−






∈+−

=
++

+

+
+

n

x

xx

xx

xf nn
n

nn
n

. 

Η f  δεν είναι συνεχής στο 0, ούτε συνεχής επέκταση µπορεί να υπάρξει, αφού όπως 

έχουµε δείξει σε παρόµοιες εφαρµογές, δεν υπάρχει το όριο στο 0 µιας τέτοιας 

συνάρτησης, αφού αν θεωρήσω την 0
2

3
2

→=
+nnx  τότε 11)( →=nxf . Ενώ αν 

θεωρήσω την 0
2
1

→=′
nnx , τότε 00)( →=′nxf . 

 
2. Στο προηγούµενο παράδειγµα το “πλάτος” της ταλάντωσης ήταν σταθερά 

ίσο µε 1. Υπάρχει συνάρτηση ]1,0[]1,0[: →f  που να έχει άπειρο µήκος (να µη 

είναι δηλ. φραγµένης κύµανσης) αλλά το “πλάτος” της “ταλάντωσης” να είναι 

φθίνον και µάλιστα να τείνει στο 0; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα ορίσουµε την f  ξανά µε γεωµετρικό τρόπο: Θεωρώ τα σηµεία 



 317 



























+









++=
άρτιος,0,

1
1

περιττός,
1

1,
1

1

n
n

n
nnAn . 

∆ηλαδή αν n  περιττός, έχω τα σηµεία nA  στη διαγώνιο του τετραγώνου και αν 

n άρτιος, έχω τα nA  στην πλευρά του τετραγώνου που συµπίπτει µε τον xx ′ . Θεωρώ 

την καµπύλη που αποτελείται από τα ευθύγραµµα τµήµατα 

...... 1322110 ∪∪∪∪ +nn AAAAAAAA . Επίσης ορίζω 0)0( =f , οπότε ορίζεται η f  

στο ]1,0[ . Με τη χρήση της γνωστής µας Ευκλείδειας µετρικής, έχουµε ότι: 

,...
6
1),(,

6
1),(,

4
1),(

,
4
1),(,

2
1),(,

2
1),(

655443

322110

>>>

>>>

AAdAAdAAd

AAdAAdAAd
 

Γενικά έχω: 

• Αν n  άρτιος, 1+n  περιττός και 
2

1),( 1 +
>+ n

AAd nn , 
2

1),( 21 +
>++ n

AAd nn , 

σχέσεις που αποδεικνύονται εύκολα µε την Ευκλείδεια µετρική. 

Εποµένως, το µήκος της f , (αν υπάρχει) θα πρέπει να είναι µεγαλύτερο από το 

άθροισµα 

+++++=++++++++++
5
1

4
1

3
1

2
11

10
1

10
1

8
1

8
1

6
1

6
1

4
1

4
1

2
1

2
1 . 

Το τελευταίο όµως απειροάθροισµα είναι η γνωστή µας αρµονική σειρά η οποία 

συγκλίνει στο ∞+ . Εποµένως, η f  έχει άπειρο µήκος (ή-σωστότερα) δεν έχει µήκος 

(αφού το µήκος νοείται πεπερασµένο). Επίσης το “πλάτος” της δίνεται από τον τύπο 

0
1

1
→

+n
. 

Τελικά, για να έχει µήκος µια συνάρτηση (γενικότερα καµπύλη) και να είναι 

ευθυγραµµίσιµη, δεν φθάνει η συνέχεια. Πρέπει η f  να είναι φραγµένης κυµάνσεως 

(ή φραγµένης µεταβολής) σε διάστηµα ],[ βα  ή όπως ισοδυνάµως αποδεικνύεται, η 

f  να έχει συνεχή παράγωγο στο ],[ βα . 

Για την απόδειξη της απειρίας του µήκους της, η µόνη µη στοιχειώδης γνώση που 

χρησιµοποιήσαµε είναι η απόκλιση της αρµονικής σειράς. 
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3. Υπάρχει Ñ→]1,0[:f  που είναι: 

• Συνεχής στο ]1,0[  

• Παραγωγίσιµη στο ]1,0(  

• ∆εν είναι φραγµένης κύµανσης (και άρα δεν είναι ευθυγραµµίσιµη) στο ]1,0[ . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ]1,0[:f  µε 












=

∈=
0,0

]1,0(,1ηµ)(
x

x
x

xxf . 

Έχοµε ήδη αποδείξει ότι η f  είναι συνεχής παντού και παραγωγίσιµη µόνο στο 

]1,0( . 

Βρίσκω θέσεις απόλυτων τοπικών ακροτάτων στο ]1,0[ : Γι’ αυτό θεωρώ την 

εξίσωση: 
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Ù∈
+

=⇔= kk
xx

,
2

)12(111ηµ π . 

Επειδή )1,0(∈x  θεωρώ *Í∈k  που είναι οι δεκτές λύσεις. Άρα 
π)12(

2
+

=
k

x , 

*Í∈k . Έτσι έχω 
ππ )12(

2
)12(

2
+

=







+ kk

f .  

Βρίσκω θέσεις απολύτως ελαχίστων: 







 ∈=⇔= Ùk

k
x

x
,

2
201
π

ηµ  και για το ]1,0[  έχω *Í∈k . 

Θεωρώ τη διαµέριση του ]1,0[  
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Άρα αν +∞→n  τότε +∞=)( fV . 

 

 

1ηµ , (0,1]
( )

0, 0

x x
f x x

x

 ∈ =  
 = 



 320 

14.2. Απόλυτη συνέχεια 

1.Υπάρχει συνεχής συνάρτηση ]1,0[:f  που δεν είναι απόλυτα συνεχής. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Ñ→]1,0[:f  µε 












=

∈=
0,0

]1,0(,1ηµ)(
x

x
x

xxf . 

Έχοµε δείξει (Β.8.1.19.) ότι είναι συνεχής και από το προηγούµενο ότι ( )V f = +∞ . 

Αλλά από την θεωρία γνωρίζουµε,  ότι αν µία συνάρτηση είναι απόλυτα συνεχής θα 

είναι και οµοιόµορφα συνεχής και φραγµένης κύµανσης. 

Εποµένως η f  δεν είναι απόλυτα συνεχής. 
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15. ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 

15.1. Γενικά  
 

1. Να αποδειχθεί ότι δεν έχει κάθε συνάρτηση  f  αρχική συνάρτηση F. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Υπάρχει η ( )








<
≥

=
0,0
0,1

x
x

xf  αυτή δεν έχει αρχική συνάρτηση. 

Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι υπάρχει µια αρχική της  f , η F, ορισµένη σε κάποιο 

διάστηµα Ñ⊆∆ , τότε θα έπρεπε βάσει του ορισµού της αρχικής, ότι 

( ) ( ) ∆∈∀=′ xxfxF , . 

Με εφαρµογή του Θ. Darboux, η F’ θα πρέπει να έχει την ιδιότητα των ενδιαµέσων 

τιµών, άρα και η ίση της η f. 

Όµως η  f  δεν έχει τη δυνατότητα των ενδιαµέσων τιµών, αφού π.χ. 

( ) ( ) 1,05 ==− gff  και η τιµή 
2
1   είναι ανάµεσα στο 0 και 1, ενώ δεν υπάρχει 

( )
2
1: =∈ xfx Ñ . 

Πρέπει να σχολιασθεί, ότι ενώ κάθε «στοιχειώδης συνάρτηση», έχει παράγωγο 

«στοιχειώδη συνάρτηση», εν τούτοις, κάθε στοιχειώδης συνάρτηση δεν έχει 

στοιχειώδη αρχική συνάρτηση. 

∆ηλαδή, το σύνολο Ε των στοιχειωδών συναρτήσεων ενώ είναι κλειστό ως προς την 

πράξη της παραγώγισης δεν είναι κλειστό ως προς την πράξη της ολοκλήρωσης. 

Η µη κλειστότητα του συνόλου Ε των στοιχειωδών συναρτήσεων ως προς την 

ολοκλήρωση, απεδείχθη κατά πρώτον µε αντιπαραδείγµατα από τον J. Liouville το 

1833. 

Για παράδειγµα, αποδεικνύεται, ότι οι αρχικές των 
xx

x
x

e

x

x

ln
1,ηµ,,

1

1
4+

 δεν είναι 

στοιχειώδεις συναρτήσεις. 

Επίσης, το αόριστο ολοκλήρωµα ( ) ( )( )∫
−−

= 22 11 xx
dxxE

µ
, για 0≠µ , δεν είναι 

στοιχειώδης συνάρτηση. 

Για 0=µ έχω την στοιχειώδη συνάρτηση  xτοξηµ .  Το ( )xE  λέγεται ελλειπτική 

συνάρτηση, η οποία για 1−=µ , µελετήθηκε από τον Conte di Fagnano κατά τα έτη 
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1714-1750.  Συστηµατική µελέτη των ελλειπτικών συναρτήσεων και των 

αντιστρόφων τους, έγινε τον 18ο και 19ο αιώνα από τους Euler Legendre, Abel, 

Weirstrass κ.ά., µε τη βοήθεια των µιγαδικών αριθµών. 

Επίσης, µέσω της θεωρίας των ελλειπτικών συναρτήσεων, κατέστη δυνατόν, 

στοιχειώδεις συναρτήσεις, όπως η συνάρτηση xηµ , οι οποίες ορίζονται µε καθαρά 

Γεωµετρικό τρόπο, να ορισθούν µε αναλυτικά µέσα. 

 

2. Είναι γνωστή η ισχύς της θεµελιώδους προτάσεως: 

«Αν δύο συναρτήσεις F1 και F2  είναι αρχικές συναρτήσεις µιας συνάρτησης  f 

ορισµένης σε διάστηµα  ∆, τότε διαφέρουν κατά σταθερά,  Αντιστρόφως, αν F1 

µια αρχική της  f σε διάστηµα  ∆, τότε οποιαδήποτε άλλη F2 που ορίζεται στο 

διάστηµα ∆ και διαφέρει κατά σταθερά από τον F1, θα είναι κι αυτή µια αρχική 

της  f.» 

Να αποδείξετε, ότι η υπόθεση του διαστήµατος ∆, είναι ουσιώδης για την ισχύ 

της προτάσεως, δηλ. η πρόταση δεν είναι αληθής εν γένει σε ένωση 

διαστηµάτων. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν ( ) xxf 2= , τότε οι συναρτήσεις ( ) [ ] [ ]3,21,0/2 ∪= xxF ,   

( ) [ ]
[ ]








∈−
∈+

=
3,2,2
1,0,2

2

2

xx
xxxG  ικανοποιούν τις ισότητες ( ) ( ) ( ) xxfxGxF 2==′=′  

[ ] [ ]3,21,0 ∪∈∀ x , όµως ( ) ( ) [ ]
[ ]







∈
∈−

=−
3,2,2
1,0,2

x
x

xGxF . 

∆ηλαδή δεν διαφέρουν κατά σταθερά συνάρτηση. 

 

3. Υπάρχει συνάρτηση  )(xf , της οποίας υπάρχει η  )(xf ′ , αλλά γνωστής ούσης 

της )(xf ′  , δεν µπορεί να υπολογισθεί η )(xf  µε ολοκλήρωση της  )(xf ′ . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ( )








=
>

=
0,0
0,ηµ

x
xxxxxf . 

Μπορούµε εύκολα να αποδείξουµε, ότι  

( )












=

>−
=′

0,0

0,1συν1ηµ
2
3

x

x
xx

xxxf . 
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Λαµβάνοντας το ( )xf
x

′
+→

iml
0

 το βρίσκουµε να «ταλαντώνεται» απεριορίστως θετικά ή 

αρνητικά πλησιάζοντας εναλλάξ  +∞ και -∞, δηλαδή η )(xf ′  δεν είναι φραγµένη, 

άρα µη ολοκληρώσιµη σε διάστηµα της µορφής [ ]α,0 . 

Έτσι, η ( )xf  είναι µια αρχική της )(xf ′ , η οποία όµως, δεν µπορεί να προκύψει µε 

ολοκλήρωση της )(xf ′ . 

 

15.2. Αόριστη Ολοκλήρωση. 

1. Το ολοκλήρωµα ∫= dx
x

I 1 , δεν µπορεί να υπολογισθεί µε παραγοντική 

ολοκλήρωση, διότι οδηγεί στην αντίφαση 1=0, όπως φαίνεται παρακάτω: 

∫ ∫ ∫∫ =





−−=−⋅=⋅′== 1111111

2 dx
x

x
x

xd
x

xdx
x

xdx
x

I ∫ +=+= .111 Idx
x
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Άρα, ( )!011 =→+= II  

Υπάρχει κάποιο λάθος στα παραπάνω; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το λάθος στο παραπάνω είναι η παράληψη της σταθεράς 

ολοκλήρωσης.  Στις περισσότερες περιπτώσεις, αυτή η παράληψη δεν δηµιουργεί 

πρόβληµα, αλλά σπανίως (όπως εδώ) µπορεί να δηµιουργήσει αντίφαση. 

Η τελική ισότητα θα ήταν  ICI ++= 1  που δεν συνιστά αντίφαση. 

Να σηµειωθεί., ότι δεν είναι το µόνο λάθος που µπορεί να προκύψει όταν δεν είµαστε 

προσεκτικοί στην παράθεση της σταθεράς ολοκλήρωσης. 

Στο παρακάτω παράδειγµα θα «αποδείξουµε», ότι η γνωστή θεµελιώδης 

τριγωνοµετρική ταυτότητα 1συνηµ 22 =+ xx  δεν ... ισχύει!. 

Έχουµε:  ∫ = xxdxx 2ηµ
2
1συνηµ       (1) 

Αλλά και  ∫ −= xxdxx 2συν
2
1συνηµ       (2). 

Με απλή παραγώγιση των δευτέρων µελών των (1) και (2) µπορούµε να κάνουµε 

επαλήθευση. 

Έτσι από (1) και (2) έχω 
0συνηµ

συν
2
1ηµ

2
1

22

22

=+

⇒−=

xx

xx
 (!). 

Το σωστό είναι οι (1) και (2) να γράφονται  

Cxxx +=∫ 2ηµ
2
1συνηµ  

∫ ′+−= Cxxx 2συν
2
1συνηµ  

Με άλλα λόγια, το σύµβολο ( )∫ dxxf , όταν υπάρχει, δεν συµβολίζει µία συνάρτηση, 

αλλά ένα σύνολο συναρτήσεων που διαφέρουν κατά σταθερά  C.  Συνεπώς όταν είναι 

γνωστή µία συγκεκριµένη F(x) αρχική της ( )xf  γράφουµε: 

( ) ( ) Ñ∈+=∫ CCxFdxxf , . 

 

2. Να εξετασθεί η αλήθεια η µη της παρακάτω προτάσεως: 

«Αν η ( ) ( ) [ ]
( ) ( ]







∈
∈

=
δγ
γβ

,,
,,

xxh
xxg

xf  είναι συνεχής, και ( ) ( )xHxG ,  είναι αρχικές των 
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( ) ( )xhxg ,  αντιστοίχως, τότε και η ( ) ( ) [ ]
( ) ( ]







∈
∈

=
δγ
γβ

,,
,,

xxH
xxG

xF  είναι µία αρχική 

της ( )xf ». 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ∆εν ισχύει, όπως φαίνεται από το πιο κάτω αντιπαράδειγµα. 

Η ( )








>
≤

=
0,ln
0,2

xxx
xx

xf  είναι συνεχής και στο 0, αφού ( ) 0 lim
0

=
−→

xf
x

 και 

( )( ) 0lim
1

1

 lim1
ln

 lim0ln lim
2

000
==

−
==∞−⋅=⋅

+++ →→→
x

x

x

x

xxx
xxx

και ( ) 00 =f . 

Τελικά, η ( )xf  συνεχής Ñ∈∀ x . 

Μια αρχική της ( ) xxg 2=  είναι η ( ) 12 += xxG . 

Μια επίσης αρχική της ( ) nxxxh =  είναι η ( ) ( )22 `ln2
4
1 xxxxH −= . 

Η ( ) ( ) 











>−

≤+
=

0,ln2
4
1

0,1
22

2

xxxx

xx
xΦ , δεν µπορεί να είναι αρχική της  f , αφού δεν 

είναι συνεχής στο 0. 

Ως γνωστόν, η αρχική µια ολοκληρώσιµης (εποµένως και συνεχούς) συναρτήσεως, 

είναι συνεχής. 

Για να ισχύει η πρόταση γενικά, θα πρέπει να θέσουµε 

( ) ( ) 











>−

≤++
=

0,ln2
4
1

0,1
22

2

xxxx

xCx
xF , όπου C προσδιορίσιµη σταθερά, απαιτώντας η 

( )xF  να είναι συνεχής στο 0. 

( ) CF += 10  

( ) CxF
x

+=
−→

1iml
0

 

( ) ( ) ( ) 0
8

2
im8

12

im4
1ln2

im1ln2
4im im

2

0
3

0
2

0

2

00
lllll =

−
−

=
−

−
=

−
=−=

−−−−+ →→→→→

xx

x

x

x

xxxxF
xxxxx

. 

Εποµένως, πρέπει 01 =+C  ή 1−=C . 
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Άρα µία αρχική της ( )xf  είναι η ( ) ( ) 











>−

≤
=

0,ln2
4
1

0,
22

2

xxxx

xx
xF  και κάθε άλλη θα 

είναι της µορφής ( ) ( ) Ñ∈+= λλ,0 xFxF . 

 

3. «Υπάρχουν άπειρα παραδείγµατα αορίστων ολοκληρωµάτων, τα οποία 

υπολογίζονται µε παραπάνω από µία µέθοδο υπολογισµού». 

Μπορεί να αποδειχθεί ο παραπάνω ισχυρισµός; 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει κι αρκεί να βρούµε µια άπειρη κλάση συναρτήσεως των 

οποίων το αόριστο ολοκλήρωµα να υπολογίζεται µε τουλάχιστον δύο τρόπους. 

Θεωρώ το ( )∫ ∈ *, Ñαα dxxe x , το οποίο υπολογίζεται ως εξής: 

( ) ( ) ( ) =



 ′

−=−=
′

= ∫∫∫∫ dxexedxexedxexdxxe xxxxxx αααααα

ααα
11

2
11  

C
a

xeCe
a

xe xxx =





 −⋅=+−= 22

1111
αα

ααα . 

Ο τρόπος µε τον οποίο υπολογίσαµε το ολοκλήρωµα ήταν η παραγοντική 

ολοκλήρωση. Μπορεί να προσδιορισθεί και µε την «µέθοδο των προσδιοριστέων 

συντελεστών», ως ακολούθως: 

Παρατηρούµε, την µορφή του ευρεθέντος ολοκληρώµατος και εικάζουµε ότι πάντα 

αυτό ισχύει. 

∆ηλ. λαµβάνουµε πολυώνυµο, επί το xeα . Άρα θέτω ( )∫ =+= CBAxedxxe xx αα . 

Με παραγώγιση και των δύο µελών έχω: 

( ) [ ] ( )Ñ∈∀≠⇒++⋅=⋅⇒⋅++⋅⋅= xexeexexexe xxxxxx 0αααααα ΑΒαΑαΑΒΑα  

⇒++= ΑΒαΑα xx  (εκ ταυτότητος ίσα πολυώνυµα) 

















−=

=
⇔









=+
=

2
1

1

0
1

a
B

A

AB
B α
α
α

 

Εποµένως, ∫ +





 −= Cexdxxe xx αα

αα 2
11  µε άλλο τρόπο. 

Η κλάση των αορίστων ολοκληρωµάτων ∫ dxxe xα  µε Ñ∈α  είναι άπειρη 

(υπεραριθµήσιµη).  Φυσικά κάθε ολοκλήρωµα της µορφής ( )∫ ⋅ dxexP xα , όπου ( )xP  
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πολυώνυµο υπολογίζεται µε τους δύο τρόπους που αναφέραµε .  Βεβαίως υπάρχουν 

κι άλλες άπειρες κλάσεις που υπολογίζονται µε όχι µοναδική µέθοδο. 
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16. ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 

1. Όταν υπολογίζουµε ορισµένα ολοκληρώµατα συνεχών συναρτήσεων, 

χρησιµοποιούµε συνήθως τον τύπο των Newton-Leibniz: 

)()()( α
α

FxFdttf
x

−=∫ , όπου η f  συνεχής και )()(: xfxFF =′  σε διάστηµα 

],[ βα . 

Επιπλέον, πρέπει η F : να είναι συνεχής, παντού στο ],[ βα . 

Η συνθήκη η τελευταία είναι απολύτως αναγκαία. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί 

µε παραδείγµατα; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

α) Ισχύει 2 2

1 2 1τοξεφ , 1
2 1 1

x x
x x

′
  = ≠ − + 

.  

Τότε 
3 3

2 2
00

1 2τοξεφ |
1 2 1 6

dx x
x x

π
= = −

+ −∫  βγαίνει δηλαδή το παράδοξο αποτέλεσµα 

αρνητικού ορισµένου ολοκληρώµατος, µιας συνάρτησης παντού θετικής στο 

διάστηµα ολοκλήρωσης. Το λάθος βεβαίως είναι ότι η συνάρτηση 

2

1 2( ) τοξεφ
2 1

xF x
x

=
−

 δεν ορίζεται για ]3,0[1∈=x . Η σωστή λύση είναι η εξής: 

3 3

2 2
00

2τοξεφ τοξεφ 3 τοξεφ0
1 1 3|dx xx

x x
π

= = − =
+ −∫ . 

β) Ένα απλούστερο παράδειγµα: Έστω →]1,0[:f Ñ µε 1)( =xf  και →]1,0[:F Ñ µε 

















=
∈
=

=
1,0

)1,0(,
0,1

)(
x
xx
x

xF , τότε, προφανώς )1,0()()( ∈∀=′ xxfxF , =− )0()1( FF  

∫ =≠−
1

0
1)(1 dxxf . Αυτό βέβαια οφείλεται στο ότι η F  δεν είναι συνεχής για 

0=x  και για 1=x . 
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γ) Άλλο χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι το ∫ +

π4

0 συν4 x
dx . Η ολοκληρωτέα 

συνάρτηση είναι παντού θετική, αφού ∈∀≥+ xx 3συν4 Ñ. Αν αντικαταστήσω το 

x , θέτοντας 

ω=
2

εφ x       (1) 

 τότε 

      2

2

2

2

1
1

2
εφ1

2
εφ1

συν
ω
ω

+
−

=
+

−
=

x

x

x         (2) 

 ∆ιαφορίζοντας την (1) έχω: 

        ⇒=





 ωdxd

2
εφ  

        ⇒=⋅ ωddx
x 2

1

2
συν

1
2

(από τον τύπο του αποτετραγωνισµού του συνηµιτόνου) 

       ( ))2(
2
1

συν1
2

⇒=⋅
+

ωddx
x

 

       ⇒=

+
−

+
ω

ω
ω

ddx

2

2

1
11

 

       21
2
ω
ω

+
=

ddx . 

 Έτσι, το αρχικό ορισµένο ολοκλήρωµα, γίνεται:  

  για 0=x , λόγω (1) έχω 0
2
0εφ = ,  

  για  π4=x , λόγω (1) έχω 0
2

4εφ ==
πω . 

 Άρα, 0
1

2

1
14

1
συν4

0

0
2

2

2

4

0
=

+
⋅

+
−

+
=

+ ∫∫ ω
ω

ω
ω

π
d

x
dx   (!). 

  ∆ηλαδή, το ορισµένο ολοκλήρωµα παντού θετικής συνάρτησης, είναι µηδέν! 

Φυσικά το λάθος προεκλίθη, στην αντικατάσταση, αφού η συνάρτηση 
2

εφ x  δεν 

είναι παραγωγίσιµη στο ]4,0[ π . 
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2. Στο προηγούµενο, δείξαµε το ουσιώδες της συνθήκης η f  να είναι συνεχής, 

ώστε να υπάρχει το ορισµένο ολοκλήρωµα. 

Να δείξετε µε ένα παράδειγµα, ότι όταν η f  είναι ολοκληρώσιµη, χωρίς να 

είναι συνεχής, και έχει αρχική, τότε είναι δυνατόν να υπολογισθεί το 

ολοκλήρωµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δείξουµε αυτή τη δυνατότητα µε ένα γνωστό παράδειγµα. Έστω 

ότι ζητείται ο υπολογισµός του ∫ 





 −

π/2

0

1συν1ηµ2 dx
xx

x . 

Εδώ έχουµε 0,1συν1ηµ2)( ≠−= x
xx

xxf . Η )(xf  είναι συνεχής ∈∀x Ñ }0{\ . Τότε 

επεκτείνω την f , ώστε να ορίζεται στο 0 












=

≠−=
0,0

0,1συν
x
1ηµ2)(ˆ

x

x
x

xxf . Η 

επέκταση που κάναµε, εξακολουθεί να είναι ασυνεχής συνάρτηση. Μάλιστα, όπως 

έχουµε ήδη διαπραγµατευθεί (Β.8.1.19) ό,τι τιµή και να ορίσουµε αντί για 0, δεν 

µπορεί να είναι συνεχής. ∆ηλαδή, η f  δεν έχει συνεχή επέκταση στο Ñ. Όµως η 

)(ˆ xf  είναι συνεχής στο 







π
2,0  και ολοκληρώσιµη στο 




π
2,0  αφού η ασυνέχεια σε 

ένα σηµείο δεν επηρεάζει την ολοκληρωσιµότητα. 

Παρατηρώ, ότι η 












=







∈=
0,0

2,0,1ηµ)(:
2

x

x
x

xxFF π . Αυτή όπως έχουµε δείξει  είναι 

συνεχής σε ολόκληρο το 




π
2,0  και επίσης ),()( xfxF =′  



∈∀
π
2,0x . 

Έτσι, ∫ =−





=−

π

ππ

/2

0
2

4)0(21συν1ηµ2 FF
xx

x . 
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17. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 
17.1. ΟΡΙΣΜΟΣ-ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 

1. Να παρατεθούν  κάποιες  βασικές χρήσεις της έννοια της οµοιόµορφης 

σύγκλισης ακολουθίας συναρτήσεων ,  στον Απειροστικό Λογισµό , ώστε να 

δικαιολογηθεί η αναγκαιότητα ορισµού της. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η οµοιόµορφη σύγκλιση, δίνει ικανές συνθήκες για απάντηση σε 

ερωτήµατα που έχουν σχέση µε τη δυνατότητα αντιµετάθεσης του συµβόλου του 

ορίου µε τα σύµβολα της διαφόρισης της ολοκλήρωσης και του ιδίου του ορίου. 

∆ηλαδή: 

Όταν )()(lim xfxfnn
=

+∞→
, εάν και πότε είναι αληθείς σχέσεις όπως οι παρακάτω: 

• )(limlim)(limlim)(lim
000

xfxfxf nxxnnnxxxx →+∞→+∞→→→
==  (;) 

• )(lim)(lim)( xf
dt
dxf

dx
dxf

dx
d

nnnn +∞→+∞→
==   (;) 

• ∫∫∫
+∞→+∞→

==
x

x
n

x

x nnn

x

x
dttfxfdttf

000

)(lim)(lim)(   (;) 

Επίσης, επειδή κάθε σειρά είναι και ακολουθία, ανάλογα ερωτήµατα έχουµε και για 

την οµοιόµορφη σύγκλιση σειρών. 

 

2. Υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει σε συνεχή 

συνάρτηση και ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει σε ασυνεχή 

συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i) Έστω ( )n
vnxf x
n

συ
= , ∈n Í. Έχω δηλαδή µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. 

Τότε, ∈∀x Ñ 0)( →xfn  (φραγµένη επί µηδενική συγκλίνει στο 0) και η 

0)( =xf , ∈∀x Ñ είναι συνεχής. 
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(ii) Έστω ∈= nxxg n
n ,)( Í, που έχουν κοινό πεδίο ορισµού το ]1,0[ . Τότε: 

• Αν 11)1(,1 →== n
ngx  

• Αν 0)(],1,0[ →=∈ n
n xxgx  

 

∆ηλαδή 
0, [0,1)

( ) ( )
1, 1n

x
g x g x

x
∈ 

→ =  = 
 η οποία είναι προφανώς ασυνεχής 

στο 1. 

 

H ακολουθία ( ) n
nf x x=  για n=1,2,3,…,30 στο [0,1] 

 

Η ποιοτική διαφορά ανάµεσα στις δύο ακολουθίες συναρτήσεων, είναι ότι η nf  

συγκλίνει οµοιόµορφα στην f , ενώ η ng  συγκλίνει απλά (κατά σηµείο) στην g . 

∆ηλαδή, εάν εφαρµόσουµε τον γνωστό ορισµό της σύγκλισης ακολουθιών κατά 

1, 2,3, 4,5,....n =

1, 2,3, 4,5,6,.....n =
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σηµείο, στην µεν πρώτη περίπτωση της f , 0>∀ε  το 0n  που απαιτεί ο συνήθης 

ορισµός εξαρτάται από το ε, δηλαδή )(00 εnn = , ενώ στην δεύτερη περίπτωση 

),(00 xnn ε=  πράγµα που συνιστά και την ποιοτική διαφορά µεταξύ απλής (ή κατά 

σηµείο) σύγκλισης και οµοιόµορφης σύγκλισης. 

Η ποιοτική αυτή διαφορά γίνεται σαφέστερη και ορατή µε τη γεωµετρική ερµηνεία 

των δύο ορισµών που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
 

 

3 . Υπάρχει: 

(i)  Ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει οµοιόµορφα σε συνεχή συνάρτηση 

(ii) Ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει όχι οµοιόµορφα σε συνεχή 

συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i) Θεωρώ την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων 22
1)(

xn
xfn +

= , ∈n Í*, 

∈x Ñ. Θα δείξω ότι συγκλίνει οµοιόµορφα στην 0)( =xf , ∈∀x Ñ. Αν   

                        εεε <
+

⇔<
+

⇔<− 2222
11|0)(|

xnxn
xfn  (1) 

Όµως     
ε

ε 111
222 >⇔<≤

+
n

nxn
  (2) 

Οπότε 0>∀ε , αν επιλέγω 11)(00 +







==

ε
εnn  τότε 

)1(),2(0 ⇒>∀ nn  

ε<− |0)(| xfn  και η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη, αφού το 0n  εξαρτάται µόνο 

από το ε και όχι από το x. 
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H γραφική παράσταση των 2 2

1( )nf x
n x

=
+

 για n=1,2,3,…,10 

 

Ένα άλλο παράδειγµα ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει 

οµοιοµόρφως σε συνεχή , είναι η :[0,1]nf →   µε 

( ) , 1, 2,3,... ,....n
nxf x n n

n x
= =

+
Γι αυτήν έχουµε : 

1lim ( ) , [0,1] sup | ( ) ( ) | 0n nn
f x x x f x f x

n→∞
= ∈ ⇒ − ≤ → , Άρα ( ) ( )

u

nf x f x x→ = . 

Εποπτικά η σύγκλιση αυτή φαίνεται στο παρακάτω σχήµα , όπου έχουν σχεδιασθεί οι 

300 πρώτοι όροι της ακολουθίας , δηλ. :[0,1]nf → , µε  

( ) , 1, 2,3,....,300n
nxf x n

n x
= =

+
. 

1,2,3,.....n =
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(ii) Αν θεωρήσω την 
n
xxfn =)( , ∈x Ñ, τότε αυτή συγκλίνει στην  ∈= xxf ,0)( Ñ, 

αλλά όχι οµοιόµορφα, όπως θα δείξουµε: Για συγκεκριµένο ∈x Ñ και 0>ε , 

εκλέγουµε  1||
0 +



=
ε
xn  (που εξαρτάται και από το ε και από το x). Τότε 

ε<⇒>∀
n
xnn 0  πράγµα που σηµαίνει ότι η 0)( →=

n
xxfn  κατά σηµείο, 

δηλαδή η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη. 

Παραστατικότερα, αυτό φαίνεται µε την εξής θεώρηση: Αν ήταν η σύγκλιση 

οµοιόµορφη, τότε π.χ. για 1=ε , θα έπρεπε να υπάρχει ∈= )1(00 nn Í 0: nn ≥∀  

και ∈∀x Ñ, να ισχύει 1=< ε
n
x . Αλλά π.χ. για 0nn =  και ∈∀x Ñ, θα πρέπει να 

ισχύει ||||1 0
0

nx
n
x

<⇔< , ∈∀x Ñ πράγµα άτοπο, αφού το Ñ δεν είναι φραγµένο! 
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Η γραφική παράσταση  των ( )n
xf x
n

=  για n=1,2,3,…30 Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι και η 

πιο µικρή κλίση, µιας ευθείας, την «βγάζει έξω» και από την  πιο µικρή λωρίδα εκατέρωθεν του 
χχ’  
 

4. Το κριτήριο οµοιόµορφης σύγκλισης του Dini λέει ότι  

«Αν , :[ , ]nf f α β →  συνεχείς συναρτήσεις για n=1,2,3,… ώστε 

1( ) ( ) [ , ]n nf x f x x a β+ ≤ ∀ ∈   και n=1,2,3,4,…και lim ( ) ( )nn
f x f x

→∞
= για [ , ]x a β∈ , 

τότε 
u

nf f→ » 

 Να αποδειχθεί ότι η υπόθεση της σύγκλισης σε κλειστό διάστηµα και 

φραγµένο (δηλ. συµπαγές) είναι ουσιαστική για να ισχύει το συµπέρασµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν θεωρήσουµε την ακολουθία 
n
xxfn =)( , ∈n Í στο διάστηµα 

),0[ +∞  αυτή είναι: 

• Φθίνουσα, αφού ),0[)(
1

)(1 +∞∈∀=≤
+

=+ xxf
n
x

n
xxf nn  

• ),0[),(0)( +∞∈∀=→ xxfxfn  συνεχής. 

Αλλά: ∆εν συγκλίνει οµοιόµορφα στο ),0[ +∞  όπως έχουµε δείξει στο (ii) της 

προηγούµενης εφαρµογής για το Ñ και  όπου η απόδειξη για το ),0[ +∞  είναι εντελώς 

παρόµοια. 

1,2,3,.....n =
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Ένα άλλο παράδειγµα ακολουθίας είναι το εξής: 

:[0,1)nf → µε ( ) 1, 2,3,....n
nf x x nµε= = , 1 [0,1)n nx x x+ ≤ ∀ ∈  και αυτή 

συγκλίνει κατά σηµείο στην f(x)=0 , αλλά όχι οµοιόµορφα , διότι το πεδίο ορισµού 

των fn  το [0,1) δεν είναι κλειστό και φραγµένο..  

5. Στην κατά σηµείο σύγκλιση ακολουθιών, µπορεί να αποδειχθεί η πρόταση, 

ότι «Αν ffn →  και ggn →  τότε η gfgf nn →  στο Ι, όπου Ι το κοινό 

πεδίο ορισµού των συναρτήσεων». 

Να εξετασθεί αν ισχύει η ίδια πρόταση και για την οµοιόµορφη σύγκλιση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα παραθέσουµε αντιπαράδειγµα, δύο συγκλινουσών οµοιόµορφα 

ακολουθιών, των οποίων το γινόµενο, δεν συγκλίνει οµοιόµορφα. 

Έστω η σταθερή ακολουθία 21
1)(
x

xfn −
=  η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα στην 

21
1)(
x

xf
−

=  στο )1,0[=I . Ο ορισµός της οµοιόµορφης σύγκλισης εκπληρούται 

προφανώς, αφού ε<==− 0|0||)()(| xfxfn  0>∀ε  και ∈∀n Í. 

Έστω επίσης η ακολουθία n
n xxxg )1()( 2−= . 

Αυτή συγκλίνει επίσης οµοιόµορφα στην συνάρτηση 0)( =xg , )1,0[∈∀x . Η 

απόδειξη µπορεί να γίνει µε απλή εφαρµογή του κριτηρίου του Dini δεδοµένου ότι 

)()(1 xgxg nn ≤+ , )1,0[∈∀x  είναι συνεχείς, η 0)( =xf  συνεχής στο )1,0[  και 

0)( →xgn . Άρα η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη. 

Το γινόµενο n
nn xxgxf =⋅ )()( συγκλίνει στην 0)()( =⋅ xgxf , στο [0,1). 

Η σύγκλιση όµως αυτή δεν είναι οµοιόµορφη, διότι αν ήταν, θα έπρεπε σύµφωνα µε 

γνωστό κριτήριο να ισχύει 0|])()(|[suplim =−
+∞→

xfxfnn
. 

Όµως 11lim|]0|sup[lim ==−
+∞→∈+∞→ n

n

Ixn
x . 

Για να ισχύει η οµοιόµορφη σύγκλιση και για το γινόµενο των οµοιόµορφα 

συγκλινουσών συναρτήσεων, θα πρέπει να ισχύει µια επιπλέον συνθήκη, δηλ. οι 

)(xfn  και )(xgn  να είναι οµοιόµορφα φραγµένες συναρτήσεις, πράγµα που σηµαίνει, 

ότι ∈∀<>∃ nMxfM n ,|)(:|0 Í, Ix ∈∀ . 
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Η γραφική παράσταση των  2( ) (1 )n
nf x x x= −  για n=1,2,3,…30 στο R .  Ο περιορισµός τους στο 

[0,1) δίνει ακολουθία οµοιόµορφα συγκλινουσών συναρτήσεων. 
 

 

6. Να δειχθεί, ότι είναι δυνατόν ακολουθία ασυνεχών συναρτήσεων, να 

συγκλίνει οµοιόµορφα σε συνεχή συνάρτηση. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω 












∈

∈
= ]2,1(,

]1,0[,0
)( x

n
x

x
xfn , 0)(lim

1
=

−→
xfn

x
 και 

n
xfn

x

1)(lim
1

=
+→

. 

Εποµένως οι συναρτήσεις )(xfn  είναι ασυνεχείς ∈∀n Í. Η ακολουθία )(xfn  

συγκλίνει κατά σηµείο στην µηδενική συνάρτηση στο (1,2). 

Τότε: 02|)()(| →<≤−
nn

xxfxfn , ∈∀n Í, ]2,0[∈∀x . Εφ΄ όσον 

2sup | ( ) ( ) | 0nf x f x
n

− < →  η ακολουθία ( )nf  συγκλίνει οµοιόµορφα στην µηδενική 

συνάρτηση. 

 

7. Να δείξετε, ότι η οµοιόµορφη σύγκλιση σε διάστηµα ),( αα− , *
+∈∀ Ñα   δεν 

σηµαίνει οµοιόµορφη σύγκλιση στο ( +∞∞− , ). 

1,2,3,.....n =
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούµε την ακολουθία 112)( →+=
+
+

=
n
x

nx
nxxfn  στο (–α,α),  

0>∀α . 

Θα δείξουµε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη 







 +>∀<

−
≤

+
=−

ε
αε

α
α 11,|1)(| n

nnx
xxfn . 

Το  ),(0 αεnn =  δεν εξαρτάται από το συγκεκριµένο κάθε φορά  ),( αα−∈x . 

Όµως    2
1

2
lim2lim)(lim =

+

+
=

+
+

=
+∞→+∞→+∞→

x
n
x
n

nx
nxxf

xxnx
   (1) 

και   21)(lim ≠=
+∞→

xf
x

. 

Άρα η σύγκλιση δεν µπορεί να είναι οµοιόµορφη, αφού π.χ. σε µια λωρίδα πλάτους 1 

(για 
2
1

=ε ) εκατέρωθεν της 1)( =xf , δεν βρίσκονται τελικά άπειρες καµπύλες  

)(xfn , αφού ∈∀n Í, οι )(xfn  για επαρκώς µεγάλο α και x (: Mx > ) οι τιµές της  

)(xfn  λόγω (1) βρίσκονται όσο θέλουµε κοντά στο 2, άρα εκτός της λωρίδας 









2
3,

2
1 . 

 

8. Να κατασκευαστεί παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων /)(xfn Ñ που είναι 

παραγωγίσιµες ∈∀n Í επίσης  ffn → , αλλά η f να µην είναι παραγωγίσιµη. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η λογική κατασκευής του παραδείγµατος είναι να επιλέξουµε µία 

απλή και µη παραγωγίσιµη συνάρτηση (π.χ. την ||)( xxf = ) και να επιχειρήσουµε να 

την προσεγγίσουµε µε µια ακολουθία οµοιόµορφα συγκλινουσών συναρτήσεων. 

Οι ακολουθίες  nf , έχουν την ίδια αναλυτική έκφραση µε την ||)( xxf =  εκτός του 

διαστήµατος 





−

nn
1,1  ∈n Í ενώ εντός η γωνία µε κορυφή το 0, λειαίνεται 

εξοµαλύνεται µε παρεµβολή-προσάρτηση της τετραγωνικής καµπύλης βα += 2xy , 

φροντίζοντας να υπάρχει συνέχεια στα άκρα για τις τιµές 
n

x 1
±= , και να είναι 



 340 

παραγωγίσιµη για τις ίδιες τιµές, δηλαδή η συνάρτηση xy α2=′  να παίρνει τις τιµές –

1 και 1 για 
n
1

−  και 
n
1  αντιστοίχως. Με επίλυση ενός απλού συστήµατος δύο 

εξισώσεων µε 2 άγνωστους, βρίσκουµε τα α, β συναρτήσει του n και έτσι έχουµε την 

ακολουθία  )(xfn  για την οποία γνωρίζουµε εποπτικά ότι πλησιάζει την ||)( xxf =  

οσοδήποτε κοντά  0>∀ε . Έτσι ορίζω:  

∈



































 +∞∈+





−∈+







 −∞−∈−

= n

n
xx

nn
x

n
xn

n
xx

xfn

,1,

1,1,
2
1

2

1,

)( 2 Í 

που είναι συνεχείς και παραγωγίσιµες  ∈∀n Í. Τότε 

2

10, αν ,

1 1 2( ) | | | | , ,
2 2

10, αν ,

n

x
n

nf x x x x
n n n

x
n

χ

  ∈ −∞ −    
  − = + − ∈ −    
  ∈ +∞  

  

 

Οπότε            
nnn

n
n

xnxxfn
1

2
11

22
1

2
||)( 2

2 =+⋅<+≤− . 

∆ηλ.     ∈∀→<− n
n

xxfn 01||)( Í, ∈∀x Ñ (1) 

Σύµφωνα µε γνωστό κριτήριο, η (1) συνεπάγεται την οµοιόµορφη σύγκλιση των 

)(xfn  και  )(xf . 

Ως γνωστόν η  ||)( xxf = δεν είναι παραγωγίσιµη στο  00 =x . 
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Η ακολουθία   για n=1,2,3,4 και 5. Φαίνεται η σύγκλιση στην συνάρτηση |χ| 

17.2. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΟΤΗΤΑ 

1. Να κατασκευασθεί παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων ]1,0/[)(xfn  οι 

οποίες να είναι ολοκληρώσιµες και  ∫∫ ≠
+∞→

1

0

1

0
)(lim)(lim dxxfdxxf nnn

. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ ισοσκελές τρίγωνο µε βάση µήκους 1 και ύψος µήκους 1. 

Τότε το εµβαδόν του είναι 
2
1 . Θεωρώντας άλλο ισοσκελές τρίγωνο µε βάση µήκους  

2
1  και ύψος 2, τρίτο τρίγωνο µε βάση 

3
1  και ύψος 3 κ.ο.κ. βάση µήκους 

n
1  και ύψος 

1,2,3,4,5.n =
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n. Όλα έχουν εµβαδόν 
2
1 . Με αυτή τη γεωµετρική ιδέα, συνεχίζοντας αυτή την 

κατασκευή επ’ άπειρον, έχω την ακολουθία των συναρτήσεων: 



































∈





∈+−







∈

=

0,1,0

1,
2
1,22

2
1,0,2

)( 2

2

n
x

nn
xnxn

n
xxn

xfn

.

 

 

Προφανώς εκ κατασκευής έχω ότι ∈∀=∫ ndxxfn 2
1)(

1

0
Í. 

Όµως  ]1,0[,0)()( ∈∀=→ xxfxfn   και βεβαίως  ∫∫ ==
1

0

1

0
00)( dxdxxf . 

 
H ακολουθία ( )nf x  για n=1,2,3,4. 

 

1,2,3,4.n =
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2. Υπάρχει παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων ]1,0/[)(xfn  οι οποίες είναι 

ολοκληρώσιµες, αλλά  ∫ +∞=
1

0
)(lim dxxfn  και +∞<∫ dxxfn )(lim

1

0
.   

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ακολουθία  ]1,0/[)1()( 22 n
n xxnxf −= . Τότε  

 ∫ ∫∫ =−′−⋅





−⋅=−=

1

0

1

0

22222
1

0
)1()1(

2
1)1()( dxxxndxxxndxxf nn

n  

           [ ] [ ] +∞→
+

+=−⋅
+

−=
′

−
+

⋅





−⋅= ∫ ++

)1(2
)1(

)1(2
)1(

1
1

2
1 21

0

1
0

12
2

122

n
nx

n
ndxx

n
n nn . 

Ενώ  [ ] 0)1(2lim

)1(
1

)(lim)(lim 12

2

2
=−−=′










−

′
= +

+∞→+∞→+∞→

n

n

n

nnn
xx

x

xnxf  δεδοµένου ότι για 

x=1, έχω  00lim =
+∞→n

, ενώ 0)1(1 12 →−⇒< +nxxx  και  ∫∫ ==
1

0

1

0
00)( dxdxxf . 

 

3. Υπάρχει παράδειγµα ασυνεχών συναρτήσεων )(xfn  που είναι Riemann 

ολοκληρώσιµες και συγκλίνουν σε µη Riemann ολοκληρώσιµη  f(x). 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν ( )n nρ ∈  µια αρίθµηση των ρητών του [0,1] , θέτουµε 

:[0,1]nf →  µε 









∈
∈

=
},...,,{,1

},...,,{\]1,0[,0
)(

21

21

n

n
n x

x
xf

ρρρ
ρρρ

. 

Κάθε µια από τις )(xfn  είναι συνεχής στο ]1,0[  εκτός από πεπερασµένο πλήθος 

σηµείων που παρουσιάζει ασυνέχεια. Άρα σύµφωνα µε γνωστή πρόταση κάθε µια 

από τις )(xfn  είναι Riemann ολοκληρώσιµη. 

Όµως  








∈
∈

=
+∞→ 1,0[,1

]1,0[,0
)(lim

x
x

xfnn
 που είναι η γνωστή συνάρτηση του Dirichlet η 

οποία όπως έχουµε δείξει (  ) δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη. 

 

4. Να δειχθεί, ότι όταν  ffn → , nf , f  παραγωγίσιµες, τότε δεν έπεται ότι  

ffn ′→′ . 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν  τότε  /)ηµ(1)( nx
n

xfn = Ñ, ∈n Í τότε 

[ ] 01lim)(ηµ1suplim|0)(|suplim ==















=−

+∞→+∞→+∞→ n
nx

n
xf

nnnn
. 

Άρα   ∈∀=→ xxfxfn ,0)()( Ñ. )(συν)( nxnxfn =′ . Τότε:  nfn =′ )0( , ενώ 

0)0( =′f . Έτσι )0(0)0(lim ffnn
′=≠+∞=′

+∞→
. 

17.3 ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΠΑΝΤΟΥ ΚΑΙ ΠΟΥΘΕΝΑ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 

1. Υπάρχει συνάρτηση :f Ñ→Ñ παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρόκειται για γεγονός που εκφεύγει, της συνήθους (πεπερασµένης) 

ανθρώπινης εποπτείας και που βεβαίως σηµαντικά ιστορικό γεγονός στην εξέλιξη του 

Απειροστικού Λογισµού µιας και το πρωτοπαρουσίασε ο Weierstrass, όπως 

αναφέρουµε και στο πρώτο  µέρος της παρούσας εργασίας. 

• Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων  ∈= nxxf n
nn ),3(συν

2
1)( Í. 

Οι συναρτήσεις )(xfn  είναι προφανώς συνεχείς και παραγωγίσιµες. 

• Η αντίστοιχη σειρά )3(συν
2
1)(

00
xxf n

n
n

n
n ⋅= ∑∑

∞

=

∞

=
 συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια 

συνάρτηση )(xf  σύµφωνα µε το κριτήριο του Weierstrass. 

Πράγµατι,   ∈∀≤= xxxf n
n

nn ,
2
1)3(συν

2
1|)(| Ñ. Η γεωµετρική σειρά είναι 

σειρά θετικών όρων ∑
∞

=02
1

n
n  και συγκλίνει στο 2. Άρα η ∑

∞

=0
)(

n
n xf  είναι απόλυτα 

συγκλίνουσα στο Ñ, και έστω )(xf  η συνάρτηση που συγκλίνει. Λόγω της 

οµοιόµορφης σύγκλισης της σειράς στην )(xf , έπεται ότι η )(xf  είναι συνεχής. 

• Ισχύει ότι: 
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)3(ηµ
2
33)3(ηµ

2
1)( xxxf n

n
nn

nn 





−=⋅−=′  είναι συνεχείς. Αν θεωρήσω την σειρά 

των παραγώγων των )(xfn  θα έχω την  ∑ 





− )3(ηµ

2
3 xn

n

. Η σειρά αυτή δεν 

συγκλίνει αφού κπ2,0)3(ηµ
2
3

≠∀→/





 xxn

n

. 

Εποµένως, η ∑
∞

=
=

0
)3(συν

2
1)(

n

n
n xxf , ∈x Ñ δεν είναι παραγωγίσιµη, αφού 

σύµφωνα µε ισχύουσα πρόταση, θα έπρεπε και η σειρά των παραγώγων των 

)(xfn  να συγκλίνει (οµοιόµορφα µάλιστα) στο Ñ. 

Το παραπάνω παράδειγµα διεκδικεί την θέση του ανάµεσα στα πλέον 

εντυπωσιακά ιστορικά παραδείγµατα του Απειροστικού Λογισµού. 
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18. ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

 

1.Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης →],[: βαf Ñ µη ολοκληρώσιµης, αλλά ο 

περιορισµός της f  σε οποιοδήποτε διάστηµα της µορφής ],[ 0 βx , µε 

βα << 0x  να είναι ολοκληρώσιµη. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν →]1,0[:f Ñ µε 












=

∈
=

0,0

]1,0(,1
)(

x

x
xxf . Τότε η f  δεν είναι 

ολοκληρώσιµη στο ]1,0[  δεδοµένου ότι δεν είναι φραγµένη σε αυτό, αφού 

+∞=
+→

)(lim
0

xf
x

. Όµως η f  είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα της µορφής 

]1,[ 0x  µε 10 0 << x  αφού εκεί είναι συνεχής και φραγµένη. 

Υπενθυµίζουµε ότι µια τέτοια συνάρτηση f , λέγεται τοπικά ολοκληρώσιµη 

συνάρτηση. 

 

2.Να δοθούν τρία παραδείγµατα συνεχών συναρτήσεων f, g, h ορισµένων σε 

διαστήµατα της µορφής +∞,[k ) για τις οποίες να ισχύει: 

α)  ∫
∞

+∞<
α

)(xf  

β)  ∫
+∞

+∞=
α

)(xg  

γ)  ∫
+∞

α
)(xh  δεν υπάρχει 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) Θεωρώ την ),0[: +∞f  µε xexf −=)( . Τότε η f  είναι τοπικά ολοκληρώσιµη στο     

    ),0[ +∞  και ∫∫ =−== −

+∞→

−
+∞

+∞→

−
β

β

ββ 00
1)1(limlim edxedxe xx . 

β) Θεωρώ την →+∞],1[:g Ñ µε 
x

xg 1)( = .  
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  Τότε  ∫∫ +∞===
+∞→

+∞

+∞→

β

ββ
β

11
loglim1lim1 dx

x
dx

x
. 

γ) Θεωρώ την ),0[: +∞h  µε xxh ηµ)( = . 

  Τότε  ∫∫ −==
+∞→

+∞

+∞→

β

ββ
β

00
)συν1(limηµlimηµ xdxxdx  (1) 

  Το τελευταίο όµως όριο δεν υπάρχει, διότι αν θεωρήσω ακολουθία 

+∞→= nxn π2 , τότε 0)11(lim)συν1(lim =−=−
+∞→+∞→ nnn

x . Ενώ αν θεωρήσω την 

ακολουθία +∞→+=
2

2 ππnyn , τότε 1)01(lim)συν1(lim =−=−
+∞→+∞→ nnn

y . 

 

3.Παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως :f Ñ→Ñ για την οποία το ∫
+∞

∞−
dxxf )(   

υπάρχει: 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  Θεωρώ 21
1)(
x

xf
+

= Ñ. Τότε: 

∫∫∫ ∫∫
+

+
+

=
+

+
+

=
+ +∞→∞−

+∞

−∞→

+∞

∞−

β

α βα 0
2

0

2

0

0
222 1

lim
1

lim
111

1
x

dx
x

dx
x

dx
x

dxdx
x

 

      πππβ
βα

=+





−=+=

+∞→−∞→ 22
)εφτοξ(lim)εφτοξ(lim a . 

 

4.Να αποδειχθεί ότι γενικώς,  

     ∫∫
+

−+∞→

+∞

∞−
≠

α

αα
dxxfdxxf )(lim)(    (*) 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω ∫
+∞

∞−
xdxηµ . Τότε 0)συνσυν(lim)(lim =−=

+∞→

+

−+∞→
∫ αα

α

α

αα
dxxf . Όµως, 

∫∫∫∫∫
+∞→−+∞→

+∞

∞−

+∞

∞−
+=+=

β

βαα 0

0

0

0
)(lim)(lim)()()( dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

           β

βαα

β

βαα 0
0

0

0
]συν[lim]συν[limηµlimηµlim xxxdxxdx −+−=+=

+∞→
−

+∞→+∞→−+∞→
∫∫  

          ]1συν[lim]συν1[lim −−+−−=
+∞→+∞→

βα
βα

     (1) 
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Αλλάζοντας τον συµβολισµό η (1) ισούται µε )συν1(lim2 α
α

−−⋅
+∞→

 όριο που δεν 

υπάρχει διότι αν θεωρήσω την +∞→= nxn π2  τότε 

-42(-2))συν21(lim2 ==−−⋅
+∞→

n
n

π . Αν όµως θεωρήσω +∞→+=
2

2 ππnyn  τότε 

21)(2
2

2συν1lim2 −=−⋅=













 +−−

ππn . Εποµένως, το ∫
+∞

∞−
xdxηµ  δεν υπάρχει, και 

έτσι δείξαµε ότι γενικώς 

∫∫
−+∞→

+∞

∞−
≠

α

αα
dxxfdxxf )(lim)( . 

Υπενθυµίζουµε, ότι το δεύτερο µέλος της διαφοροισότητας (*) λέγεται πρωτεύουσα 

τιµή κατά Cauchy του ολοκληρώµατος ∫
+∞

∞−
dxxf )(  και συµβολίζεται µε C.P.V. 

∫
+∞

∞−
dxxf )( . ∆ηλαδή 

C.P.V ∫
+∞

∞−
dxxf )( ∫

+

−+∞→
=

α

αα
dxxf )(lim . 

Γενικά ισχύει ότι «Αν :f Ñ→Ñ µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 

⇒=∫
+∞

∞−
βdxxf )( C.P.V β=∫

+∞

∞−
dxxf )( ». 

Ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει. 

Η µη ισχύς του αντιστρόφου δείχνεται µε το αντιπαράδειγµα που ήδη 

χρησιµοποιήσαµε. 

 

5. Να αποδειχθεί, ότι για να συγκλίνει ένα ολοκλήρωµα α΄ είδους, δεν είναι 

αναγκαίο η ολοκληρωτέα συνάρτηση να είναι φραγµένη. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω →+∞),0[:f Ñ µε 4ηµ)( xxxf = , η οποία δεν είναι φραγµένη, 

αφού αν θεωρήσουµε την ακολουθία +∞→+= 4
2

2 ππnxn  τότε 

+∞→+=





 ++= 44

2
2

2
2ηµ

2
2)( ππππππ nnnxf n . 
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Θα δείξουµε, ότι ∫
+∞

+∞<
0

4ηµ dxxx . Αφού ∫∫∫
+∞+∞

+=
1

1

00
)()()( dxxfxdxfdxxf , αν 

αποδείξουµε τη σύγκλιση του ∫
∞

1
)( dxxf , δεδοµένου ότι το ∫

1

0
)( dxxf  υπάρχει, τότε θα 

έχουµε αποδείξει και την σύγκλιση του ολοκληρώµατος ∫
+∞

0
)( dxxf . 

Θα εφαρµόσουµε το κριτήριο του Cauchy: Θεωρώ το ∫
2

1

4ηµ
x

x
dxxx .  (1) 

Θέτουµε ω=4x , οπότε 3
3

4
4

x
ddxddxx ωω =⇒=  ( 0≠x , αφού ήδη περιοριστήκαµε 

στο διάστηµα ολοκλήρωσης από 1 έως ∞ ). Έτσι, η (1) γίνεται: 

ω
ω

ωω
ω

ω
ω
ωω

ω
ω d

x
x

x
xdd

x

x

x

x

x

x

x

x
∫∫∫∫ −








−−=−⋅−=

4
2

4
1

4
2

4
1

4
2

4
1

4
2

4
1

2/32
1

4
1

3
2

4
2

2/3
συν

8
1συνσυν

4
1συν

8
1συν

4
4ηµ

4
4 . 

Άρα  

  ε
ω
ω

<=









−−










+=+










+≤ ∫∫ 2

1
2
1

2
2

2
1

2
2

2/32
1

2
2

4

2
111

4
111

4
1

8
111

4
1ηµ

4
2

4
1

2

1 xxxxx
d

xx
dxxx

x

x

x

x
    (2) 

Οπότε, 0>∀ε , αρκεί να διαλέγουµε 
ε

δ
2
1

=  οπότε δ>1(x  και δ>2x ) ε<⇒ 2
12

1
x

 

και από την (2) θα έχω ε<∫
2

1

4ηµ
x

x
dxxx . ∆ηλαδή, το ∫

∞

1

4ηµ dxxx  συγκλίνει, εποµένως 

όπως εξηγήσαµε στην αρχή, και +∞<∫
∞

1

4ηµ dxxx . 
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4( ) ( ) /[0, )f x x xηµ= +∞
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6. Εξετάστε , αν ισχύει το αντίστροφο της προτάσεως: «Αν η f  είναι τοπικά 

ολοκληρώσιµη και ∫
+∞

+∞<
0

|)(| dxxf , τότε και ∫
+∞

+∞<
0

)( dxxf ».  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ∆εν ισχύει: Για αντιπαράδειγµα , έστω το γ.ο. ηµx dx
xα

+∞

∫ . Θα 

δείξουµε ότι +∞<∫
+∞

dx
x
x

α

ηµ , )0( >α  ενώ ∫
+∞

+∞=
α

dx
x
xηµ . 

(i) Για να δείξω ότι το γ.ο.   ∫
+∞

α
dx

x
xηµ   συγκλίνει, θα χρησιµοποιήσω το κριτήριο 

σύγκλισης του Cauchy  :  

Έστω ν 21 xx <<α  τότε: 

∫∫∫ −−=−=
2

1

2

1

2

1
2

2

2

1

1 συνσυνσυνσυν1ηµ x

x

x

x

x

x
dx

x
x

x
x

x
xxd

x
dx

x
x . 

Αν λάβουµε τα απόλυτα και των δύο µελών , µε χρήση ιδιότητας των απολύτων, 

θα έχω: 

2 2 2

1 1 1

2
1 2 1 2 1 1

ηµ 1 1 |συν | 1 1 2x x x

x x x

x x dxdx dx
x x x x x x xx

≤ + + ≤ + + <∫ ∫ ∫ . 

Άρα αν διαλέξω ως 2( )δ ε
ε

=  , τότε παρατηρώ, ότι 1 2,x x∀ µε 1 2
2, max( , )x x a
ε

>  

θα ισχύει  
1

ηµ 2| |x dx
x xα

ε
+∞

< <∫ . Τότε από το κριτήριο Cauchy , έπεται ότι: 

+∞<∫
+∞

α
dx

x
xηµ . 

(ii) Απόδειξη ότι ∫
+∞

+∞=
α

dx
x
xηµ : 

          ηµx dx
xα

+∞

=∫ ∫∫∫∫
−

+∞
+++=

π

π

π

π

π

α

2

)1(

2

0

|ηµ||ηµ||ηµ||ηµ|
n

dx
x
xdx

x
xdx

x
xdx

x
x  

                        ∑ ∫
= −

=
n

k

k

k
dx

x
x

1 )1(

|ηµ|π

π
.       (1) 

Αν ∈k Í και για ( 1) , 2,3, 4,...k x k kπ π− ≤ ≤ = ⇒  

1 1 |ηµ | |ηµ |x x
k x k xπ π

≤ ⇒ ≤ ⇒  
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( 1) ( 1)

|ηµ | 1 2ηµ
k k

k k

x dx xdx
x k k

π π

π ππ π− −

≥ =∫ ∫ .και άρα από (1) 

2 20

|ηµ | 2 2 1n n n

k k

x dx
x k k

π

π π= =

> =∑ ∑∫  

Λαµβάνοντας τα όρια όταν +∞→n  έχω 

20

|ηµ | 2 1
k

x dx
x kπ

+∞ +∞

=

> = +∞∑∫ . Και άρα  ∫
+∞

+∞=
0

|ηµ| dx
x
x . 

Να σηµειωθεί , ότι η σύγκλιση του ολοκληρώµατος ∫
+∞

α
dx

x
xηµ  µπορεί να αποδειχθεί 

απλούστερα, µε απλή εφαρµογή του κριτηρίου σύγκλισης του Dirichlet, όπου το 

∫
+∞

+∞<
1

ηµ
px
x  0>∀p , άρα και για 1=p . 

Ειδικότερα, µπορεί να αποδειχθεί ότι 
2

ηµ
0

π
=∫

+∞
dx

x
x . 

 

7. Αν µια σειρά ∑
∞

=1n
nα  συγκλίνει, τότε όπως γνωρίζουµε, υποχρεωτικά 0→nα  

(ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει). Στο γενικευµένο όµως ολοκλήρωµα,  δεν 

ισχύει κάτι ανάλογο.  ∆ηλαδή αν το ∫
+∞

1
)( dxxf  συγκλίνει,  τότε δεν  έπεται 

αναγκαστικά ότι και lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=  Να το δείξετε αυτό µε ένα κατάλληλο 

παράδειγµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:Για παράδειγµα, θα θεωρήσω το ∫
+∞

1

2συν dxx . Η συνάρτηση 

2συν)( xxf = , δεν έχει όριο στο ∞+ , διότι αν θεωρήσω +∞→= nxn π2 , τότε 

112συν)( →== nxf n π , ενώ αν θεωρήσω την +∞→+=
2

2 ππnyn , τότε 

00
2

2συν)( →=





 +=

ππnyf n . Παρόλα αυτά, το ∫
+∞

1

2συν dxx  συγκλίνει όπως θα 

δείξουµε. Θέτοντας tx =2  έχουµε: 



 352 

dt
t
tdxx ∫∫

+∞+∞
=

11

2 συν
2
1συν . 

Η συνάρτηση tσυν  είναι συνεχής, ηµ1ηµσυν
1

−=∫ xtdx
x

 ή 2συν|)(|
1

≤= ∫
+∞

tdxxF  

δηλαδή η )(xF  φραγµένη. Επίσης 0
2

1lim)(lim ==
+∞→ x

xg
x

, 2/3
1

4
1)(

x
xg ⋅−=′  και η 

)(xg ′  είναι απόλυτα ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Εποµένως εκπληρούνται οι 

συνθήκες του κριτηρίου σύγκλισης του Dirichlet και έτσι το +∞<∫
+∞

1

2συν dxx  

Συµπληρωµατικά αναφέρουµε ότι και το 2

1

x dxηµ
+∞

∫  υπάρχει, πράγµα που θα 

αποδείξουµε µε άλλο τρόπο και συγκεκριµένα µε χρήση κριτηρίου σύγκλισης Cauchy 

Έστω ε>0 . Θα δείξω ότι υπάρχει δ(ε)>0 , έτσι ώστε 
2

1

2| |
x

x

x dxηµ ε<∫  , 

1 2 2 1, ( )x x x xµε δ ε∀ > > . 

Πράγµατι:  
2 222 2 22

2
2 211 1 1

1 1 3
2 2 2 21 1 1|

2 2 4
x dx t t dx t t t t dx

χ χ χχ

χχ χ χ

ηµ ηµ συν συν
− − −

= = − −∫ ∫ ∫  και άρα 

2
2 2

2
1 1

3
2 2

1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1| | ( ) ( ) ( )
2 4 2 2

x dx t dx
χ χ

χ χ

ηµ
χ χ χ χ χ χ χ

−
≤ + + = + − − =∫ ∫   

Αν πάρουµε δ(ε)= 1
ε

 , τότε ισχύει  

2

1

2
1 2 2 1

1| | ,x dx
χ

χ

ηµ ε χ χ µε χ χ
ε

< ∀ > >∫  

Από το κριτήριο σύγκλισης του Cauchy , έπεται, ότι υπάρχει το γ.ο. 2

1

x dxηµ
+∞

∫  

 

Να σηµειωθεί, ότι όταν +∞<∫
+∞

α
dxxf )(  και το =

+∞→
)(lim xf

x
 υπάρχει, τότε 

αναγκαστικά 0= . 
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∆ηλαδή το 0≠  αποτελεί ικανή συνθήκη µη σύγκλισης του γενικευµένου 

ολοκληρώµατος ∫
+∞

α
dxxf )( . 

Αν όµως 0= , αυτό δεν αποτελεί ικανή συνθήκη σύγκλισης του ∫
+∞

α
dxxf )( , αφού αν 

θεωρήσω 
x

xf 1)( = , τότε 0)(lim =
+∞→

xf
x

, αλλά +∞=∫
+∞

α
dx

x
1  )0( >α . 

 

8. Το ολοκληρωτικό κριτήριο του Cauchy αναφέρει ότι αν µια συνάρτηση f  

είναι θετική, φθίνουσα και συνεχής στο ),1[ +∞ , τότε η σειρά ∑
∞

=1
)(

n
nf  και το 

∫
+∞

1
)( dxxf  συµπεριφέρονται οµοιοτρόπως: 

Όταν συγκλίνει η σειρά συγκλίνει και το ολοκλήρωµα, όταν απειρίζεται η 

σειρά, απειρίζεται και το ολοκλήρωµα και αντιστρόφως. 

Να αποδειχθεί ότι η υπόθεση ότι η f  είναι θετική, είναι απολύτως ουσιώδης 

ώστε ισχύει το συµπέρασµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ:  

[ ] 00συνηµ
00

)1(2
2

)1(2

20
==−= ∑∑∫∑

∞

=

∞

=

+
+∞

= nn

n
n

n

nn
xxdx π

π

π

π
 

όµως )συν1(limηµlimηµ
00

β
β

β

β
−==

+∞→+∞→

+∞

∫∫ xdxxdx  που δεν υπάρχει. (βλ. Β.4.1.3.ε)) 

Να σηµειωθεί όµως, ότι όταν η f  αλλάξει άπειρες φορές πρόσηµο στο διάστηµα 

),1[ +∞ , τότε η σύγκλιση του ∫
+∞

1
)( dxxf , συνεπάγεται την σύγκλιση της σειράς ∑

∞

=0n
nα , 

µε ∫
+

=
1

)(
n

n

x

x
n dxxfα , όπου nx  αύξουσα ακολουθία µε +∞→nx . 

 

9. Υπάρχουν συναρτήσεις f, g, h, φ: 

(i) η ),/[ βαf  και το ∫
β

α
dxxf )(  υπάρχει 
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(ii) η ),/[ βαg  και το ∫
β

α
dxxg )(  είναι άπειρο 

(iii) η ),/( βαh  και το ∫
β

α
dxxh )(  είναι άπειρο 

(iv) η }{\],/[ 0xβαφ  και το ∫
β

α
φ dxx)(  δεν υπάρχει. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(i)  



 −=




=

−
=

− −−− →→→
∫∫ 0ηµτοξ

3
ηµτοξlim

3
ηµτοξlim

9
lim

9 300 323

3

0 2

λ
λ

λλ

λλ

x

x

dxdx
x

dx  

         
2

1ηµτοξ
3

ηµτοξlim
3

πλ
λ

===
−→

 

(ii) +∞=



 −

−
=




−

=
−

=
− −−− →→→

∫∫ 2
1ln

2
1lnlim

2
1lnlim

2
lim

2 200 2

2

0 2 λλ

λλ

λλ xx
dx

x
dx  

(iii) ∫∫ ∫ ∫∫ −→+→
+=+=

11

0 0 1

1

0 log
lim

log
lim

logloglog γ

γ γ

λγ xx
dx

xx
dx

xx
dx

xx
dx

xx
dx

kk
 

           −∞=+=
−+ →→

λ
γλ

γ |log|loglim|log|loglim
10

xx kk
. 

(iv) ∫∫∫
−

+
−

=
− ++ →→

4

2
0 12

4

0 12 )1(
lim

)1(
lim

)1( kk x
dx

x
dx

x
dx λ

λ
 

   +∞=∞++∞≡


−
−

+


−
−

=
+− →→

4

101 1
1lim

1
1lim

kk xx

λ

λ
. 

  

10. Ως γνωστόν, «Αν →],[: βαf Ñ και η f  είναι ολοκληρώσιµη, τότε και η 

2f  είναι ολοκληρώσιµη». Να εξεταστεί αν ισχύει η ίδια ιδιότητα για το 

γενικευµένο ολοκλήρωµα. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, όπως φαίνεται από το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 

∫ +∞<
1

0

1 dx
x

,   όµως   ∫ +∞=
1

0

1
x

. 
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19. ΧΡΗΣΙΜΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

 

1. ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΚΑΙ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ Ñ 

 

ΟΡΙΣΜΟΙ: 

Ο.1. Ρητός: Είναι κάθε αριθµός που µπορεί να γραφεί ως κλάσµα 
ν
µ  µε    

, 0vµ ν και∈ ≠ , δηλ. κάθε στοιχείο του συνόλου  

Ο.2. Άρρητος: .Είναι κάθε πραγµατικός που δεν είναι ρητός , δηλ. κάθε 

στοιχείο του \  

Ο.3. Αλγεβρικός:  Είναι κάθε πραγµατικός που  µπορεί να είναι  ρίζα  µη 

µηδενικού πολυωνύµου µε ακεραίους συντελεστές. 

Ο.4. Υπερβατικός: Είναι κάθε πραγµατικός που  δεν είναι αλγεβρικός. 

Ο.5. Πυκνό σύνολο: Ένα σύνολο Χ ⊆  είναι πυκνό, αν για κάθε δύο 

πραγµατικούς α<β , υπάρχει γ : α γ β∈Χ < <   

Ο.6. Άνω φραγµένο σύνολο Ñ⊆A  :  Όταν Axαxα ∈∀≤∈∃ ,:Ñ .Το α 

λέγεται ένα άνω φράγµα του Α 

Ο.7. Κάτω φραγµένο σύνολο Ñ⊆A :  Όταν : ,x xβ β∃ ∈ ≥ ∀ ∈Α .Το β 

λέγεται ένα κάτω φράγµα του Α 

Ο.8. Φραγµένο σύνολο Ñ⊆A :  Όταν το Α είναι άνω και κάτω φραγµένο. 

Ο.9. Supremum ενός συνόλου A: Έστω A⊆ και a∈ . Ο α είναι ελάχιστο 

άνω φράγµα ή supremum  του Α αν 

(i) To α είναι άνω φράγµα του Α και 

(ii) Αν το β είναι ένα άνω φράγµα του Α , τότε a β≤  

Ο.10. Infimum ενός συνόλου Α: Έστω A⊆ και a∈ . Ο α είναι µέγιστο 

κάτω  φράγµα ή infimum  του Α αν  

(i)        To α είναι κάτω φράγµα του Α και 

(ii) Αν το β είναι ένα κάτω φράγµα του Α , τότε β α≤  

 

Ο.11. Περιοχή µε κέντρο 0x  και ακτίνα ε, είναι το ανοικτό διάστηµα 

0 0 0 0( , ) ( , ), , 0x x S x xε ε ε ε− + = ∈ > . 
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Ο.12. Ανοικτό σύνολο, υποσύνολο του Ñ . Ονοµάζεται κάθε σύνολο Α, για το 

οποίο ισχύει: 0 : ( , )x A S x Aε ε∈ ⇒ ∃ > ⊆ . 

Ο.13. Κλειστό σύνολο, υποσύνολο του Ñ . Ονοµάζεται κάθε σύνολο Α, του 

οποίου το συµπλήρωµα A\Ñ  είναι ανοικτό. 

Ο.14. Εσωτερικό σηµείο συνόλου Ñ⊆A . Ονοµάζεται ένα σηµείο Ax∈ , αν 

υπάρχει περιοχή του : ( , )x S x Aε ⊂ . 

Ο.15. Σηµείο συσσώρευσης (ή οριακό σηµείο) του Α: Έστω χ ∈ και 

Α ⊆  . Το χ θα λέγεται σηµείο συσσώρευσης του Α , όταν  

\[ ( , ) { }] , 0S Aχ ε χ ε∩ ≠ ∅ ∀ > . 

O.16. Μεµονωµένο σηµείο του Α: Όταν δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του Α. 

Ο.17. Εσωτερικό συνόλου Α: Ονοµάζεται το σύνολο των εσωτερικών σηµείων 

του Α και συµβολίζεται µε A . 

Ο.18. Παράγωγο σύνολο του Α: Ονοµάζεται το σύνολο των σ.σ. του Α και 

συµβολίζεται µε A′ . 

Ο.19. Κλειστότητα ή θήκη του Α: Ονοµάζεται το AAA ′∪= . 

Ο.20. Αριθµήσιµο σύνολο: Κάθε σύνολο του οποίου τα στοιχεία µπορούν να 

τεθούν σε 11−  και επί απεικόνιση µε το Í . 

Ο.21. Υπεραριθµήσιµο: Κάθε απειροσύνολο, που δεν είναι αριθµήσιµο. 

 

ΑΞΙΩΜΑΤΑ  – ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Α1: Αρχιµήδους–Ευδόξου: Αν *
+∈Ñx  και Ñ∈y , τότε ynxn >∈∃ :Í . 

Α2: Αξίωµα της πληρότητας του Ñή Αξίωµα του συνεχούς στο Ñ : Κάθε 

άνω φραγµένο (αντ. κάτω φραγµένο) µη κενό υποσύνολο του Ñ  έχει 

supremum (αντ. infimum). 

Π1: Αρχή καλής διάταξης: Κάθε µη κενό υποσύνολο του Í  περιέχει 

ελάχιστο στοιχείο. 

Π2: Ανισότητα Bernoulli: Αν 1−>α , τότε αnα n +≥+ 1)1( . 

Π3: Κάθε πραγµατικός µη αρνητικός αριθµός x, έχει µοναδική ν-οστή ρίζα. 

Π4: Το Ð  είναι διατεταγµένο, πυκνό και αριθµήσιµο σύνολο. 

Π5: Το ÐÑ −  είναι διατεταγµένο, πυκνό και υπεραριθµήσιµο σύνολο. 

Π6: Κάθε πραγµατικός αριθµός, έχει µοναδικό δεκαδικό ανάπτυγµα του 

οποίου τα ψηφία δεν είναι από κάποια θέση και πέρα όλα 9. 
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2. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
ΟΡΙΣΜΟΙ: 

Ο1: Ακολουθία πραγµατικών αριθµών είναι µια συνάρτηση  ÑÍ →:f  µε 

τον ειδικότερο συµβολισµό Ñ∈= nαnf )(  για τις εικόνες, ενώ την ίδια 

την ακολουθία συµβολίζουµε µε ,...,...,,, 321 nαααα  ή Í∈nnα )(  ή )( nα  ή 

και (καταχρηστικά) nα . 

Ο2: Υπακολουθία πραγµατικών αριθµών: Έστω )( nα  µία ακολουθία. Έστω 

επίσης ÍÍ →:φ  µία γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών. Συµβολικά 

k
φ nkφk =→∋ )(Í . Τότε η ακολουθία )(

kna  λέγεται υπακολουθία της 

)( na . Πιο απλά, µια υπακολουθία της )( nα  είναι µια ακολουθία της 

µορφής ,...),,...,,(
121 +nn kkkk ααaa  όπου ...... 121 <<<<< +nn kkkk . 

Ο3: Οριακός αριθµός ακολουθίας Ñ∈ξ : Έτσι λέγεται ένα στοιχείο του Ñ , 

όταν σε κάθε περιοχή του, υπάρχουν άπειροι όροι της ακολουθίας. ∆ηλ. 

το ξ είναι σ.σ. του συνόλου τιµών των όρων της )( nα . 

Ο4: Η έννοια του “τελικά”: Χρησιµοποιούµε την έννοια του “τελικά”, όταν 

µία ιδιότητα (ή πρόταση) ισχύει (ή είναι αληθής) 0nn >∀ , όπου 0n  ένας 

συγκεκριµένος φυσικός. 

Ο5: Φραγµένη ακολουθία ÍÑ ∈∀≤≤∈∃⇔ nΦaφΦφα nn ,:,)( . 

Ο6: Άνω φραγµένη ακολουθία ( ) : ,n na nα ⇔ ∃Φ∈ ≤ Φ ∀ ∈ . 

Ο7: Κάτω φραγµένη ακολουθία ÍÑ ∈∀≤∈∃⇔ naφφα nn ,:)( . 

Ο8: Απολύτως φραγµένη ακολουθία ÍÑ ∈∀≤∈∃⇔ + nθαθα nn ,|:|)( . 

Ο9: Συγκλίνουσα ακολουθία )( na  στον 

Ñ∈a εααnε n <−∈∃>∀⇔ |:|,0( 0 Í , )0nn >∀  

Ο10: Αποκλίνουσα ακολουθία )( nα : Όταν δεν είναι συγκλίνουσα. 

Ο11: Συγκλίνουσα στο  ∞+ ακολουθία ),:,0()( 00 nnεαnεα nn >∀>∃>∀⇔ .  

Ο12: Συγκλίνουσα στο ∞−  ακολουθία ):,0()( 00 nnεαnεa nn >∀−<∃>∀⇔ . 

Ο13: Άνω όριο (lines superior) µιας ακολουθίας )( nα : Αν )( na  φραγµένη 

ακολουθία, θέτουµε ,...},sup{ 1+= nnn ααβ . Τότε ορίζουµε και 
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συµβολίζουµε ως άνω όριο (limes superior) το: 







===

≥
k

nknnnnn αβαα supinfinf:suplim:lim . Με άλλη διατύπωση, το nαlim  

είναι ο µεγαλύτερος πραγµατικός οριακός αριθµός της nα . 

Ο14: Κάτω όριο (limes inferior) µιας ακολουθίας )( nα : Αν )( nα  φραγµένη, 

θέτουµε ,...},inf{ 1+= nnn ααγ . Τότε ορίζουµε και συµβολίζουµε ως κάτω 

όριο (limes inferior) 





===

≥
knkn

n
n

nnn αγαα infsupsup:inflim:lim . Με άλλη 

διατύπωση, το nαlim  είναι ο µικρότερος πραγµατικός οριακός αριθµός 

της nα . 

Ο15: Βασική (ή ακολουθία Cauchy): Η ακολουθία )( nα , είναι βασική, αν 

0>∀ε  00 ,,|:| nmnεααn mn >∀<−∈∃ Í . 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ–ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ. 

Π1: Μοναδικότητα του ορίου ακολουθίας: Όταν µία ακολουθία συγκλίνει, το 

όριο είναι µοναδικό. 

Π2: Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγµένη. 

Π3: Κάθε µονότονη και φραγµένη ακολουθία συγκλίνει. 

Π4: Κάθε ακολουθία πραγµατικών, περιέχει µονότονη υπακολουθία. 

Π5: Bolzano–Weierstrass: Κάθε φραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών, 

περιέχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 

Π6: Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι βασική και αντιστρόφως. 

Π7: Κάθε βασική ακολουθία είναι φραγµένη. 
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3. ΣΕΙΡΕΣ 
ΟΡΙΣΜΟΙ 

Ο1: Σειρά: Έστω )( nα  µία ακολουθία. Θέτουµε 

∑
=

=+++=
n

k
knn aaαaS

1
21 . Το σύµβολο ∑

∞

=1n
na  είναι η σειρά µε n-

οστό όρο τον nα  και n-οστό µερικό άθροισµα το nS . 

Ο2: Συγκλίνουσα σειρά: Όταν Ñ∈∃
+∞→

nn
Slim . 

Ο3: Άθροισµα σειράς: nnn
n Sa

+∞→

∞

=
=∑ lim

1
. 

Ο4: Αποκλίνουσα σειρά: Όταν δεν είναι συγκλίνουσα. 

Ο5: Συγκλίνουσα στο ∞+  ή ∞−  σειρά: Όταν ∞−+∞=
+∞→

ήlim nn
S . 

Ο6: Συγκλίνουσα απόλυτα σειρά: Η σειρά ∑
∞

=1n
nα  συγκλίνει απόλυτα, όταν η 

σειρά ∑
∞

=1
||

n
nα  συγκλίνει. 

Ο7: Συνέλιξη ή γινόµενο κατά Cauchy δύο ακολουθιών )()( nn βα . Είναι η 

ακολουθία nnnnn βαβαβαγγ 0110:)( +++= − . 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΚΥΡΙΟΤΕΡΑ ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΣΕΙΡΩΝ 

Π1: Αν η ∑
∞

=0n
nα  συγκλίνει η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της είναι 

φραγµένη. 

Π2: Αν η ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει, τότε 0→na . 

Π3: Κριτήριο φράγµατος: Αν na  ακολουθία µη αρνητικών όρων, τότε η 

σειρά ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει, αν και µόνο αν η nS  είναι άνω φραγµένη. 

Π4: Κριτήριο Cauchy: Η σειρά ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει, αν και µόνο αν, 

0210 |:|,0 nmnεaαanε nmm >>∀<+++∈∃>∀ ++Í . 
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Π5: Αν η σειρά ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει απόλυτα και η )( nβ  είναι φραγµένη, τότε η 

n
n

n βa∑
∞

=0
 συγκλίνει απόλυτα. 

Π6: Κριτήριο Leibnitz: Αν η )( na  είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών 

όρων, και 0→na  τότε η σειρά ∑
∞

=

+−
1

1)1(
n

n
n a  συγκλίνει. 

Π7: Κριτήριο Dirichlet: Αν )(),( nn βα  δύο ακολουθίες ώστε 

Mααα n ≤+++ || 21 , Í∈∀n  η )( nβ  είναι φθίνουσα ακολουθία µη 

αρνητικών όρων και 0→nβ . Τότε η σειρά n
n

n βa∑
∞

=0
 συγκλίνει. 

Π8: Κριτήριο Abel (πόρισµα προηγούµενου): Αν η σειρά ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει και 

)( nβ  είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών όρων, τότε η σειρά 

n
n

n βa∑
∞

=0
 συγκλίνει. 

Π9: Κριτήριο Σύγκρισης: Αν nn βα ≤≤0  Í∈∀n , τότε: 

(i) Αν η ∑
∞

=0n
nβ  συγκλίνει και η ∑

∞

=0n
na  συγκλίνει  

(ii) Αν η ∑
∞

=0n
na  αποκλίνει και η ∑

∞

=0n
nβ  αποκλίνει. 

Π10: Κριτήριο ρίζας του Cauchy: Αν )( na  ακολουθία και ραn
n =||lim , 

τότε: 

(i) 10 <≤ ρ  τότε η σειρά ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει απόλυτα 

(ii) 1>ρ  τότε η σειρά αποκλίνει 

(iii) 1=ρ  δεν αποφαίνεται το κριτήριο. 

Π11: Κριτήριο λόγου d’Alebert: Έστω )( na  ακολουθία µε 0≠nα  *Í∈∀n . Αν 

n

n

α
α

ρ 1lim +=  και 
n

n

α
α

θ 1lim +=  τότε: 

(i) 10 <≤ ρ , τότε η σειρά ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει 
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(ii) 1>θ , τότε η σειρά ∑
∞

=0n
na  αποκλίνει. 

Π12: Αν  )(),( nn βα  ακολουθίες τότε: 

(i) Αν +∞<








n

n

β
α

lim  και η ∑
∞

=0n
nβ  συγκλίνει τότε η ∑

∞

=0n
na  συγκλίνει 

(ii) Αν 0lim >








n

n

β
α

 και η ∑
∞

=0n
nβ  αποκλίνει τότε η ∑

∞

=0n
na  αποκλίνει. 

Π13:  Κριτήριο συµπύκνωσης Cauchy: Αν η )( nα  είναι φθίνουσα ακολουθία 

µη      αρνητικών όρων, τότε η σειρά ∑
∞

=0n
na  συγκλίνει αν και µόνο αν συγκλίνει 

η σειρά ∑
∞

=0 2
2

n

n
na . 

Π14: Meterns: Αν οι σειρές ∑
∞

=0n
na , ∑

∞

=0n
nβ  συγκλίνουν και µία εκ των δύο 

απολύτως, τότε αν )( nγ  η συνέλιξη των )(),( nn βα  η ∑
∞

=0n
nγ  συγκλίνει και 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
⋅=

000 n
n

n
n

n
n βaγ . 

Π15: Abel: Αν οι σειρές ∑
∞

=0n
na , ∑

∞

=0n
nβ , ∑

∞

=0n
nγ  συγκλίνουν και η )( nγ  είναι η 

συνέλιξη των )(),( nn βα  τότε ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
⋅=

000 n
n

n
n

n
n βaγ . 

 

4. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ΟΡΙΣΜΟΙ 

Ο1: ∆ιµελής σχέση R από το Α στο Β: Είναι ένα υποσύνολο του καρτεσιανού 

γινοµένου BA× . 

Ο2: Συνάρτηση: Μια διµελής σχέση YXf ×⊂  από το Χ στο Υ και η οποία 

συµβολίζεται YXf →: , για τη οποία Xx∈∀ , υπάρχει µοναδικό Yy∈  

ώστε fyx ∈),( . 

Ο3: Πεδίο ορισµού συνάρτησης: Το )(: fX D=  του προηγούµενου ορισµού. 

Ο4: Πεδίο τιµών συνάρτησης: )( fR  ή )}(::{)( xfyXxYyxf =∈∃∈= . 
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Ο5: Συνάρτηση επί: Όταν YXf →: , αν Yxf =)(  ή Yy∈∀ , 

)(: xfyXx =∈∃ . 

Ο6: Συνάρτηση 11− : Αν YXf →:  και Xxx ∈21,  και 

)()( 2121 xfxfxx ≠⇒≠  ή ισοδυνάµως 2121 )()( xxxfxf =⇒= . 

Ο7: Σύνθεση συναρτήσεων fg : Αν YXf →:  και ZYg →:  δύο 

συναρτήσεις (ώστε το πεδίο ορισµού Υ της g περιέχει το σύνολο τιµών 

)(Xf  της f). Η σύνθεση της f µε την g είναι η συνάρτηση 

ZXfg →:)(  µε Xxxfgfg ∈∀= )),((:)( . 

Ο8: Αύξουσα συνάρτηση f: Αν Xyx ∈∀ , , )()( yfxfyx ≤⇒< . 

Ο9: Γνησίως αύξουσα συνάρτηση f: Αν Xyx ∈∀ , , )()( yfxfyx <⇒< . 

Ο10: Φθίνουσα συνάρτηση f: Αν Xyx ∈∀ , , )()( yfxfyx ≥⇒< . 

Ο11: Γνησίως φθίνουσα συνάρτηση f: Αν Xyx ∈∀ , , )()( yfxfyx >⇒< . 

Ο12: Μονότονη συνάρτηση f: Αν είναι αύξουσα ή φθίνουσα. 

Ο13: Γνησίως µονότονη συνάρτηση f: Αν είναι γν. αύξουσα ή γν. φθίνουσα. 

Ο14: Άνω φραγµένη συνάρτηση f: Αν το σύνολο τιµών της f είναι άνω 

φραγµένο σύνολο. 

Ο15: Κάτω φραγµένη συνάρτηση f: Αν το σύνολο τιµών της f είναι κάτω 

φραγµένο σύνολο. 

Ο16: Φραγµένη συνάρτηση f: Αν είναι άνω και κάτω φραγµένη. 

Ο17: Αντίστροφη συνάρτηση 1−f  της f : Αν YXf →:  είναι 11−  τότε 

ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 1−f  της f , Xxff →− )(:1  µε τον 

κανόνα yxfxyf =⇔=− )()(1 . 

Ο18: Άρτια συνάρτηση: Αν YXf →:  και )()( XxXx ∈−⇒∈  και 

))()( xfxf −= . 

Ο19: Περιττή συνάρτηση f : Αν YXf →:  και XxXx ∈−⇒∈ ()(  και 

)()( xfxf −= ). 

Ο20: Περιοδική συνάρτηση f : Αν YXf →:  και 

XTxXxT ∈+⇒∈>∃ ()(:0  και ))())( xfTxf =+ . 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Π1: Αν Ñ→Xf :  γνησίως µονότονη συνάρτηση τότε 
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(i) Υπάρχει η αντίστροφη 1 : ( )f f X− →  

(ii) Η 1−f  είναι γν. αύξουσα αν και µόνο αν η f  γν. αύξουσα. 

(iii) Η 1−f  είναι γν. φθίνουσα αν και µόνο αν η f  γν. φθίνουσα. 

 

5. ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΟΡΙΣΜΟΙ 

Ο1: Πεπερασµένο όριο συνάρτησης: Λέµε ότι για 0xx →  ),( 00 Ñ∈≠ xxx  η 

συνάρτηση Ñ∈→ lxf )(  και συµβολίζουµε lxf
xx

=
→

)(lim
0

, όταν  

 0>∀ε , 0>∃δ  0 0( ( , )) : 0 | | | ( ) |x x X x x f x lδ δ ε αν και δ ε= ∈ < − < ⇒ − < . 

Ο αριθµός l, λέγεται όριο της )(xf  καθώς 0xx → . 

Ο2: Γενικός ορισµός ορίου όταν Ñ∈0x  και Ñ∈l : Αν Ñ∈0x  είναι σ.σ. του 

)( fD , τότε το Ñ∈l  είναι όριο της συνάρτησης Ñ→)(: ff D  όταν: Για 

κάθε περιοχή U του l, υπάρχει περιοχή V του Vfxx ∩∈∀ )(:0 D , 

⇒≠ 0xx Uxf ∈)( . 

Ο3: Ακολουθιακός ορισµός σύγκλισης: Λέµε ότι η συνάρτηση f έχει στο σ.σ. 

0x  του πεδίου ορισµού της όριο l, όταν και µόνο όταν ∀  ακολουθία nx  

µε )(( fxn D∈ , 0xxn ≠  και )0xxn →  να έχω lxf n →)( . 

Ο4: Απειροστή συνάρτηση: Η συνάρτηση )(xfy = , Ax∈ , λέγεται 

απειροστή για 0xx → , όταν 0)(lim
0

=
→

xf
xx

. 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Π1: Αν µια συνάρτηση f έχει πεπερασµένο όριο όταν Ñ∈→ 0xx  τότε η f 

είναι φραγµένη σε περιοχή του 0x . 

Π2: Αν *)(lim
0

Ñ∈=
→

lxf
xx

, τότε υπάρχει περιοχή του 0x , στην οποία η )(xf  

διατηρεί το πρόσηµο του l. 

Π3: Αν Ñ∈=
→

lxf
xx

)(lim
0

, τότε |||)(|lim
0

lxf
xx

=
→

 +∞=+∞ |:(|  και 

+∞=−∞ |:| ). 
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Π4: Ικανή και αναγκαία συνθήκη για ύπαρξη πεπερασµένου ορίου: Αν 

0xx → , 0x  σ.σ. του πεδίου ορισµού της f, τότε ικανή και αναγκαία 

συνθήκη . για να υπάρχει πεπερασµένο όριο στο 0x  είναι: ( 0>∀ε , 

υπάρχει περιοχή V του ⇒∩∈∀ AxVxxx }){(,: 0\210  

εxfxf <− |)()(| 21 . 

Π5: Αν )()()( 21 xfxgxf ≤≤  στη περιοχή του 0x , µε 0x  σ.σ. του κοινού 

συνόλου ορισµού τους Α, και υπάρχουν τα όρια )(lim 1
0

xf
xx→

, )(lim 2
0

xf
xx→

, 

και είναι ίσα, µε α, τότε αxg
xx

=
→

)(lim
0

. 

Π6: Αν για 0xx →  η )(xfy =  είναι απειροστή, τότε η συνάρτηση 

1
| ( ) |f x

→+∞ , αν 0)( ≠xf  σε περιοχή του 0x . 

Π7: Απειροστή επί φραγµένη δίνει απειροστή. 

 

6.  ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΟΡΙΣΜΟΙ: 

Ο1: Συνεχής συνάρτηση : Έστω Χ ⊆ και :f X →  µια πραγµατική 

συνάρτηση και 0x X∈  , τότε η f είναι συνεχής στο 0x , αν   0>∀ε  

00 :| |x xδ ωστε αν χ και δ∃ > ∈Χ − < ⇒  εxfxf <− |)()(| 0 . 

Ο2: Συνεχής συνάρτηση ,f  στο 0x ∈Χ  και 0x  σ.σ. του Χ : Όταν  υπάρχει το 

0

lim ( )
x x

f x
→

 και )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

. 

Ο3: Ακολουθιακός ορισµός του ορίου: Η f  συνεχής στο 0x ∈Χ  όταν  για 

κάθε ακολουθία ( )n nα ∈ µε  0nx x→  0( ) ( )nf x f x⇒ → . 

Ο4: Συνεχής επέκταση της συνάρτησης : Έστω X Y⊂ και :f X → . Η 

συνάρτηση :g Y → , είναι µία επέκταση της f  στο Υ  αν 

( ) ( )g x f x x X= ∀ ∈   

Ο5: Περιορισµός συνάρτησης : Στον προηγούµενο ορισµό, η f  είναι ο 

περιορισµός της g στο Χ και συµβολίζουµε   f=g|X 

Ο6: Συνεχής συνάρτηση: Όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου 

ορισµού της. 
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Ο7: Οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση: Έστω  Ñ→Af : . Η f  είναι 

οµοιόµορφα συνεχής στο Α αν   0>∀ε  0>∃δ  (που εξαρτάται µόνο από 

το ε) ώστε αν Ayx ∈,  και εyfxfδyx <−⇒<− |)()(||| . 

Ο8: Συνθήκη Lipschitz για συνάρτηση: Θα λέµε ότι η Ñ→Af :  ικανοποιεί  

την συνθήκη Lipschitz µε σταθερά κ όταν 

0 :| ( ) ( ) | | |, ,k f x f y k x y x y A∃ ≥ − ≤ − ∀ ∈ . 

Ο9: Συνάρτηση συστολής: Αν  Ñ→Af :  και η f  ικανοποιεί την συνθήκη 

του  Lipschitz  για 10 << k   , τότε λέγεται συνάρτηση συστολής. 

Ο10: Αιρόµενη ασυνέχεια ή άρσιµη ασυνέχεια ή υπό άρσιν ασυνέχεια ή 

ασυνέχεια α΄ είδους: Όταν )()(lim)(lim 0
00

xfxfxf
xxxx

≠=
−+ →→

.  

Ο11: Ασυνέχεια β΄ είδους στο 0x : Όταν )(lim)(lim
00

xfxf
xxxx −+ →→

≠ . 

Ο12: Πήδηµα συνάρτησης σε σηµείο 0x : Είναι ο αριθµός  

  =
0xfπηδ  0|)(lim)(lim|

00

≠−
−+ →→

xfxf
xxxx

. 

 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ: 

Π1: Έστω συνάρτηση Ñ→Af : . Τότε ισχύουν: Αν f   συνεχής  σε σηµείο 

0x X∈ , τότε είναι και τοπικά φραγµένη σε µια περιοχή του 0x , δηλ. 

0 0δ και∃ > Μ > ώστε 0 0| ( ) | , ( , )f x M x x xδ δ≤ ∀ ∈ − + ∩Χ . 

Π2: Αν :f Χ→  συνεχής στο 0x   και :g Χ→ συνεχής στο 0x    τότε και 

οι συναρτήσεις gf ± , g⋅f , 
g
f  είναι συνεχείς στο 0x  )0)(( 0 ≠xg . 

Π3: Αν : :f X Y g Yκαι→ →  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 0x X∈ , 

τότε και η σύνθεσή τους :g f X → , είναι συνεχής στο 0x  . 

Π4: Αν :[ , ]f a β → συνεχής, τότε η f είναι: 

(i) Φραγµένη 

(ii) Οµοιόµορφα συνεχής 

(iii) Λαµβάνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 



 366

Θ5: Weierstrass: Μια συνάρτηση )(xf  συνεχής στο φραγµένο και κλειστό 

],[ βα  παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή στο ],[ βα . 

Θ6: Bolzano: Αν :[ , ]f a β → είναι συνεχής και 0)()( <⋅ βfaf , τότε 

0 0( , ) : ( ) 0x f xα β∃ ∈ = . 

Θ7: Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών: Αν )(xf  συνεχής στο ],[ βα   και 

)()( yfxf ≠  για ],[, βαyx ∈ , τότε η f  παίρνει όλες τις ενδιάµεσες τιµές 

µεταξύ των  )(xf , )(yf  για τιµές του ],[ βα . 

Π8: Αν η f  είναι µη σταθερή και συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα ∆, τότε 

το )(∆f  είναι διάστηµα. 

Π9: Αν Ñ→∆:f  και η f  µονότονη και )(∆f  διάστηµα, τότε η f  είναι 

συνεχής στο ∆. 

Π10: Αν ÑÑ →:f , τα παρακάτω είναι ισοδύναµα: 

(i) H f  συνεχής στο Ñ  

(ii) Η αντίστροφη εικόνα τυχαίου κλειστού υποσυνόλου του Ñ  είναι 

κλειστό στο Ñ . 

(iii) Η αντίστροφη εικόνα τυχαίου ανοικτού υποσυνόλου του Ñ  είναι 

ανοικτό στο Ñ . 

Π11: Έστω :f ∆→  µια 11−  και συνεχής συνάρτηση στο ∆ (∆:=διάστηµα 

του ). Τότε η f είναι γνησίως µονότονη και η 1 : ( )f f− ∆ → , είναι 

συνεχής. 

 

  

7.  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

ΟΡΙΣΜΟΙ: 

Ο1: Παραγωγίσιµη συνάρτηση σε σηµείο 0x : Αν  η συνάρτηση :f A→ , 

Α είναι   ανοικτό ή κλειστό υποσύνολο του  ,  0x A∈  και σ.σ. του Α, 

τότε αν το 
0

0 )()(
lim

0 xx
xfxf

xx −
−

→
 υπάρχει,  η f  λέγεται παραγωγίσιµη στο 

0x . 
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Ο2: Παράγωγος στο 0x : Λέγεται ο  αριθµός 
0

0
0

)()(
lim)(

0 xx
xfxfxf

xx −
−

=′
→

 

εφόσον φυσικά υπάρχει το 0 0

0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h→

+ − . 

O3: Συµµετρική παράγωγος της f στο 0x : Είναι ο αριθµός 

 
h

hxfhxfxf
h 2

)()(
lim)( 00

005
−−+

=′
→

, εφόσον υπάρχει. 

Ο4: Αριστερή παράγωγος στο 0x : Ο αριθµός  

0

0
00

)()(
lim)()(

0 xx
xfxfxfxf

xx −
−

=′=′
−→

−α , εφόσον υπάρχει. 

O5: ∆εξιά παράγωγος στο 0x : Ο αριθµός 

0

0
00

)()(
lim)()(

0 xx
xfxfxfxf

xx −
−

=′=
+→

+δ . 

Ο6: Παράγωγος συνάρτηση: Αν :f X →  και XΑ ⊆  το σύνολο που η f  

είναι παραγωγίσιµη, τότε η συνάρτηση 

h
xfhxfxfAf

h

)()(lim)(::
0

−+
=′→′

→
Ñ , Ax∈∀  λέγεται παράγωγος 

συνάρτηση της f . 

 Αναλόγως ορίζονται παράγωγοι ανωτέρα τάξης µέσω αναδροµικότητας 

))()( ′′=′′ xfxf  κ.ο.κ. 

 xxfxf nn ∀′= − ])([)( )1()(  σε κατάλληλο σύνολο που η )1( −nf  είναι 

παραγωγίσιµη. 

Ο7: ∆ιαφορικό της f  στο x , µε αύξηση h : Αν :f X →  , Α X⊆  και 

είναι παραγωγίσιµη για x A X∀ ∈ ⊆ , τότε η συνάρτηση ÑÑ →×Adf :  

µε =))(( hxdf hxf ⋅′ )( , Ax∈ , Ñ∈h , λέγεται διαφορικό της f  στο x , 

µε αύξηση h . 

Ο8: Γενικός ορισµός ασύµπτωτης: Μία ευθεία (ε) λέγεται ασύµπτωτη της 

γραφικής παράστασης της f , αν και µόνο αν η απόσταση του Μ (που 

ανήκει στο γράφηµα της f ) από την ευθεία (ε) τείνει στο 0, όταν το Μ 

αποµακρύνεται από την αρχή των αξόνων. 
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Ο9: Κατακόρυφη ασύµπτωτη: Η ευθεία ax =  λέγεται κατακόρυφη 

ασύµπτωτη της συνάρτησης f , αν και µόνο αν συµβαίνει ένα 

τουλάχιστον από τα επόµενα: 

 +∞=
+→

)(lim xf
ax

 ή −∞=
+→

)(lim xf
ax

 ή +∞=
−→

)(lim xf
ax

 ή −∞=
−→

)(lim xf
ax

. 

Ο10: Πλάγια ασύµπτωτη: Η ευθεία µλ += xy  λέγεται πλάγια ασύµπτωτη της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , αν και µόνο αν συµβαίνει ένα 

τουλάχιστον από τα παρακάτω: 0))((lim =−−
−∞→

µλxxf
x

 ή 

0))((lim =−−
+∞→

µλxxf
x

. Από τον ορισµό προκύπτει ότι όταν υπάρχουν 

τα λ, µ δίνονται από τους τύπους 
x
xf

x

)(lim
±∞→

=λ , ))((lim λµµ −=
±∞→

xf
x

. 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Π1: Έστω a β< και : ( , )f a β → παραγωγίσιµη στο ( , )οχ α β∈ .Τότε η f 

είναι συνεχής στο 0x . 

Π2: Η παράγωγος συνάρτησης  σε σηµείο 0x  όταν υπάρχει, είναι µοναδική. 

Π3: Θεώρηµα Rolle: Έστω Ñ→],[: βαf  συνεχής στο ],[ βα  και 

παραγωγίσιµη στο ),( βα  και )()( βα ff = . Τότε, υπάρχει τουλάχιστον 

ένα 0)(:),( 00 =′∈ xfx βα . 

Π4: Πόρισµα Θ.Rolle.Αν Ñ→],[: βαf  συνεχής στο ],[ βα  µε 0)( =αf  και 

παραγωγίσιµη στο ),( βα  µε 0)( ≠′ xf  ),( βα∈∀x , τότε 0)( ≠xf , 

],[ βα∈∀x   

Π5: Μία Ιδιότητα που έχει συνάρτηση σε σηµείο 0x , µεταφέρεται σε 

διάστηµα που περιέχει το σηµείο: 

Έστω Ñ→],[: βαf  και η f  παραγωγίσιµη στο ),(0 βα∈x . Τότε: 

(i) Αν 0)( 0 >′ xf , υπάρχει )()(:0 0xfxf >>δ , ),( 00 δ+∈∀ xxx  και 

)()( 0xfxf < , ),( 00 xxx δ−∈∀  

(ii) Αν 0)( 0 <′ xf , υπάρχει ),()(:0 0xfxf >>δ  ),( 00 xxx δ−∈∀  και 

)()( 0xfxf < , ),( 00 δ+∈∀ xxx . 
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Π6: Darboux: Αν µια συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο ],[ βα  µε 

)()( βα ff ′≠′ , τότε η f ′  παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ των 

)(),( βα ff ′′ , στο διάστηµα ),( βα . 

Θ6: Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Lagrange): Έστω Ñ→],[: βαf  συνεχής στο 

],[ βα  και παραγωγίσιµη στο ),( βα . Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον 

:),(0 βα∈x  )()()()( 0xfff ′−=− αβαβ . 

Π7: Αν Ñ→],[: βαf  είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆, τότε 

(i) Η f  αύξουσα στο ∆, αν και µόνο αν, ∆∈∀≥′ xxf ,0)(  

(ii) Η f  φθίνουσα στο ∆, αν και µόνο αν, ∆∈∀≤′ xxf ,0)( . 

Π8: Αν Ñ→],[: βαf  είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆, τότε αν 

0)( >′ xf , ∆∈∀x , η f  είναι γνησίως αύξουσα (ανάλογη πρόταση, αν 

0)( <′ xf , η f  είναι γν. φθίνουσα). 

Θ9: Θεώρηµα Μέσης Τιµής Cauchy: Έστω gf ,  δύο συναρτήσεις συνεχείς 

στο ],[ βα  και παραγωγίσιµες στο ),( βα  µε 0)( ≠′ xg , ),( βα∈∀x . Τότε 

)(
)(

)()(
)()(:),(

0

0
0 xg

xf
gg
ffx

′
′

=
−
−

∈∃
αβ
αββα . 

Π10: Κανόνες L’ Hospital 

1. Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι: 

(i) συνεχείς στο 0],,[ 00 >+− hhxhx  

(ii) παραγωγίσιµες στο }{],[ 0\00 xhxhx +−  

(iii) ισχύει 0)()( 00 == xgxf  

(iv) Ñ∈=
′
′

→
λ

)(
)(lim

0 xg
xf

xx
. 

      Τότε 
λ=→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

. 

2. Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι 

(i) παραγωγίσιµες στο 0},{],[ 0\00 >+− hxhxhx  

(ii) 0)(lim,0)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

 

(iii) }{],[,0)( 0\00 xhxhxxxg +−∈∀≠′  
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      Τότε λλ =⇒∈=
′
′

→→ )(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx
Ñ . 

      3. Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι: 

(i) συνεχείς στο διάστηµα 0],,[ 00 >+− hhxhx  

(ii) παραγωγίσιµες στο }{],[ 0\00 xhxhx +−  

(iii) ισχύει +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

 ή ∞− , +∞=
→

)(lim
0

xg
xx

 ή ∞−  

(iv) Ñ∈=
′
′

→
λ

)(
)(lim

0 xg
xf

xx
. 

      Τότε 
λ=)(

)(lim
xg

xf . 

      4.  Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι:  

(i) παραγωγίσιµες στο }{],[ 0\00 xhxhx +−  

(ii) +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

 ή ∞− , +∞=
→

)(lim
0

xg
xx

 ή ∞−  

(iii) }{],[,0)( 0\00 xhxhxxxg +−∈∀≠′ . 

      Τότε ισχύει: Ñ∈=
′
′

→
λ

)(
)(lim

0 xg
xf

xx
⇒ λ=

→ )(
)(lim

0 xg
xf

xx
. 

Π11: Fermat: Αν η f  είναι ορισµένη στο ),( βα , αν στο ),(0 βα∈x  έχουµε 

ακρότατο και αν η f  είναι παραγωγίσιµη στο ),( βα , τότε 0)( 0 =′ xf . 

Π12: Test της α′παραγώγου για max και min: Αν η συνάρτηση f  είναι: 

1. Συνεχής στο 0x  

2. Με ή χωρίς παράγωγο στο 0x , αλλά 

3. Παραγωγίσιµη στα διαστήµατα ),(),,( 0000 hxxxhx +−  και 

Αν ),(,0)( 00 xhxxxf −∈∀>′  και ),(,0)( 00 hxxxxf +∈∀<′  τότε η f  

παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο 0x  ή 

Αν ),(,0)( 00 xhxxxf −∈∀<′  και ),(,0)( 00 hxxxxf +∈∀>′  τότε η f  

παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 0x . 

Π13: Test της β ′  παραγώγου για max και min: Αν για τη συνάρτηση f  ισχύει 

ότι: 

1. Υπάρχει η πρώτη παράγωγος της ),( 00 hxhxx +−∈∀  
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2. 0)( 0 =′ xf  

3. Υπάρχει η )( 0xf ′′ , τότε: 

α. Αν 0)( 0 >′′ xf  η f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 0x  

β. Αν 0)( 0 <′′ xf  η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο 0x  

γ. Αν 0)( =′′ xf  τότε βρίσκουµε την πρώτη µη µηδενιζόµενη παράγωγο 

0)( 0
)( ≠xf n . 

Αν n  περιττός τότε δεν έχουµε ακρότατο στο 0x . 

Αν n  άρτιος και 0)( 0
)( >xf n , έχω ελάχιστο. Αν 0)( 0

)( <xf n , µέγιστο. 

Π14: Αν η Ñ→∆:f  τότε ∆βα ∈∀ ,  µε βα <  και βα << x  έχω 

 f  κυρτή
αβ
αβ

α
α

−
−

<
−
−

⇔
)()()()( ff

x
fxf . (Για κοίλες ισχύει η αντίστροφη 

ανισότητα). 

Π15: Έστω Ñ→∆:f , η f  παραγωγίσιµη στα ∆βα ∈,  και η f  κυρτή, τότε 

)()( βα ff ′<′ . (Για κοίλη έχω αντίστροφη ανισότητα). 

Π16: Αν Ñ→∆:f  και η f  παραγωγίσιµη. Τότε αν η f ′  γν. αύξουσα στο ∆, 

τότε η f  είναι κυρτή συνάρτηση στο ∆. Αν η f ′  γν. φθίνουσα στο ∆, 

τότε η f  είναι κοίλη συνάρτηση στο ∆. 

Π17: (Jensen) Αν η f  κυρτή σε διάστηµα ),( βα , τότε ),(, 21 βα∈∀ xx  θα 

ισχύει η σχέση 
2

)()(
2

2121 xfxfxxf +
<






 + , και αντιστρόφως. (Για 

κοίλη έχω αντίστροφη ανισότητα). 

Π18: Αν η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ),( βα∆ =  

1. Αν 0)( >′′ xf , ∆∈∀x , τότε η f κυρτή στο ∆. 

2. Αν 0)( <′′ xf , ∆∈∀x , τότε η f  κοίλη στο ∆. 

Π19: Αναγκαία συνθήκη σηµείου καµπής: Αν το ))(,( 00 xfxM  είναι σ.κ. της 

γραφικής παράστασης της f  και η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη, 

τότε 0)( 0 =′′ xf . 

Π20: Ικανή συνθήκη σηµείου καµπής: Έστω Ñ→),(: βαf  και ),(0 βα∈x . 

Αν η f ′′  αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του 0x  και υπάρχει εφαπτοµένη 
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στη γραφική παράσταση της f  στο ))(,( 00 xfx  τότε στο 0x  έχω σηµείο 

καµπής. 

 

8. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 

ΟΡΙΣΜΟΙ: 

Ο1: Αρχική ή παράγουσα συνάρτησης ή αντιπαράγωγος της f: Έστω 

Ñ→∆:f . Αν Ñ→∆:F  είναι συνάρτηση τέτοια ώστε 

∆∈∀=′ xxfxF ),()( , τότε η F λέγεται µία αρχική ή µία παράγουσα της 

f  στο ∆. 

Ο2: ∆ιαµέριση ενός διαστήµατος ],[ βα∆ = : Είναι ένα διατεταγµένο σύνολο 

},...,,,{ 210 nxxxxP =  σηµείων του ∆, τέτοιων ώστε: 

βα =<<<<= nxxxx ...210 . 

Ο3: Λεπτότερη διαµέριση: Αν Ρ µία διαµέριση του ],[ βα , και *P  µία άλλη 

διαµέριση για την οποία ισχύει *PP ⊂ , τότε η *P  θα λέγεται λεπτότερη 

διαµέριση από την Ρ. 

Ο4: Norm ή λεπτότητα διαµέρισης Ρ: Συµβολίζεται µε |||| P  ή )(Pλ  και 

ορίζεται ως },...,,max{|||| 11201 −−−−= nn xxxxxxP  όπου ix , ni )1(0=  

τα στοιχεία της διαµέρισης Ρ. 

Ο5: Κάτω άθροισµα της f ως προς διαµέριση Ρ: Αν :[ , ]f a β → και f 

φραγµένη , συµβολίζουµε  µε ),( RfL , το διαβάζουµε «Κάτω άθροισµα 

της f ως προς διαµέριση Ρ» (Το L  από το “low”) και ορίζουµε 

∑
=

−−=
n

i
iii ttmRfL

1
1)(),( , όπου }:)(inf{ 1 iii ttttfm ≤≤= −   

Ο6: Άνω άθροισµα της f  ως προς διαµέριση Ρ: Αν :[ , ]f a β → και f 

φραγµένη , συµβολίζουµε  µε ),( PfU , το διαβάζουµε «Άνω άθροισµα 

της f  ως προς διαµέριση Ρ» (το U  από το “Upper”) και ορίζουµε 

∑
=

−−=
n

i
iii ttMPfU

1
1)(),( , όπου :)(sup{ tfM i =  }1 ii ttt ≤≤− . 

Ο7: Άνω ολοκλήρωµα Riemann: Αν Ñ→],[: βαf  και f  φραγµένη, τότε 

ως άνω ολοκλήρωµα ορίζουµε τον αριθµό ),(inf PfUf
P

∫ =
β

α
. 
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Ο8: Κάτω ολοκλήρωµα Riemann: Αν Ñ→],[: βαf  και f  φραγµένη, τότε 

ως κάτω ολοκλήρωµα ορίζουµε τον αριθµό ),(sup PfLf
P

∫ =
β

α
. 

Ο9: Συνάρτηση ολοκληρώσιµη κατά Riemann: Αν Ñ→],[: βαf  

φραγµένη, τότε θα λέγεται ολοκληρωµένη κατά Riemann αν και µόνο αν 

∫∫
−

=
β

α

β

α
ff . (1) 

Ο10: Ολοκλήρωµα Riemann: Η κοινή τιµή της (1) στον προηγούµενο ορισµό. 

Ο11: Ολοκλήρωµα Riemann-Stieltjes: Έστω ,βα <  Ñ→],[: βαf , φραγµένη 

συνάρτηση. Έστω φ µία αύξουσα συνάρτηση Ñ→],[: βαφ  και 

}...{ 10 βα =<<<== ntttP  µία διαµέριση του ],[ βα . Ορίζουµε ως  

Κάτω άθροισµα της f  ως προς τη συνάρτηση φ και τη διαµέριση Ρ τον 

αριθµό ∑
=

−−=
n

i
iii ttmPfL

1
1))()((),,( φφφ , όπου τα im  ορίζονται όπως στο 

ολοκλήρωµα Riemann. Οµοίως ορίζουµε  

Άνω άθροισµα της f  ως προς τη συνάρτηση φ και τη διαµέριση Ρ, τον 

αριθµό ∑
=

−−==
n

i
iii ttMPfU

1
1))()((),,( φφφ , όπου τα iM  ορίζονται όπως 

και στο ολοκλήρωµα Riemann. 

Κάτω ολοκλήρωµα Riemann-Stieltjes είναι ο αριθµός 

RPfLfd :),,(sup{ φφ
β

α
∫ =  διαµέριση του ]},[ βα  

Άνω ολοκλήρωµα Riemann-Stieltjes είναι ο αριθµός 

PPfUfd :),,(inf{ φφ
β

α
∫ =  διαµέριση του ]},[ βα  

Η f  ολοκληρώσιµη κατά SR −  αν και µόνο αν ∫∫ =
β

α

β

α
φφ fdfd  η δε κοινή 

τιµή (όταν υπάρχει) λέγεται ολοκλήρωµα SR −  της f . 

Ο12: Κύµανση της f  ως προς τη διαµέριση Ρ: Αν Ñ→],[: βαf  συνάρτηση 

και Ρ µία διαµέριση του ],[ βα  τότε η κύµανση της f  ως προς τη 

διαµέριση Ρ είναι ο αριθµός ∑
=

−−=
n

i
ii tftfPfV

1
1 |)()(|),( . 
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Ο13: Ολική κύµανση της f  στο ],[ βα : Είναι ο αριθµός 

PPfVfV :),(sup{:)( =  διαµέριση του ]},[ βα . 

Ο14: Συνάρτηση φραγµένης κύµανσης: Όταν +∞<)( fV . 

Ο15: Απόλυτα συνεχής συνάρτηση: Μία Ñ→],[: βαf  λέγεται απόλυτα 

συνεχής στο ],[ βα , αν :0,0 >∃>∀ δε  αν 

),(),...,,(),,(),,( 332211 nn βαβαβαβα  ξένα ανά δύο ανοικτά 

υποδιαστήµατα του ],[ βα  και ∑
=

<−
n

i
ii

1
)( δαβ  τότε 

∑
=

<−
n

i
ii ff

1
|)()(| εαβ . 

Ο16: Μήκος συνάρτησης f  από το α έως το β: Αν Ñ→],[: βαf  συνεχής 

συνάρτηση και Ρ µία διαµέριση του ],[ βα  τότε ορίζουµε 

          2
1

2
12

2
01 )(...)()(),( −−++−+−= nn ttttttPfµ . Ισχύει ότι 

          ),()(),(),(0 PfVPfPfV +−≤≤≤ αβµ  (*). 

Ως µήκος της f , ορίζουµε το: PPff :),(sup{)( µµ =  διαµέριση του 

],[ βα }. 

Ο17: Η f ευθυγραµµίσιµη στο ],[ βα : Όταν +∞<)( fµ . Από (*) φαίνεται ότι 

όταν η f  είναι φραγµένης κύµανσης στο ],[ βα  θα είναι και 

ευθυγραµµίσιµη σ’ αυτό. 

Ο18: Τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση: Μία συνάρτηση Ñ→],[: βαf  θα 

λέγεται έτσι, αν είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό πεπερασµένο 

υποδιάστηµα του ∆. 

Ο19: Γενικευµένο ολοκλήρωµα από α έως ∞+ : αν Ñ→+∞),[: αf  µια 

τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε ορίζουµε ως γενικευµένο 

ολοκλήρωµα της f  από το α έως το ∞+  ως ακολούθως 

∫∫
+∞→

+∞
=

β

αβα
dxxfdxxf )(lim:)( . 

Το β΄ µέλος µπορεί να είναι αριθµός πραγµατικός, ∞−∞+ ,  ή να µην 

συγκλίνει πουθενά το όριο. 
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Ο20: Γενικευµένο ολοκλήρωµα από ∞−  έως β: Όπως και πριν αν 

],(: β−∞f  µια τοπικά ολοκληρώσιµη τότε ∫∫
−∞→∞−

=
β

αα

β
dxxfdxxf )(lim:)( . 

Ο21: Γενικευµένο ολοκλήρωµα από ∞−  έως ∞+ : Αν ÑÑ →:f  µια τοπικά 

ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 

∫∫∫∫∫
+∞→−∞→

+∞

∞−

+∞

∞−
+=+=

β

γβ

γ

ααγ

γ
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)()()( . 

Ο22: Πρωτεύουσα τιµή κατά Cauchy (C.P.V.) του ∫
+∞

∞−
dxxf )( : Εξορισµού  

∫∫
−+∞→

+∞

∞−
=

x

xx
dttfdxxfvPC )(lim)(.. . 

O23: Απόλυτη σύγκλιση γενικευµένου ολοκληρώµατος: Αν Ñ→+∞),[: αf  

µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, και +∞<∫
+∞

α
dxxf |)(| , θα λέµε ότι 

το ∫
+∞

α
dxxf )(  συγκλίνει απόλυτα (ή ότι η f  είναι απόλυτα 

ολοκληρώσιµη). 

Ο24: Σύγκλιση γεν. ολοκληρώµατος υπό συνθήκη: Αν ∫
+∞

+∞<
α

dxxf )(  και 

∫
+∞

+∞=
α

dxxf )( , τότε λέµε ότι το ∫
+∞

α
dxxf )(  συγκλίνει υπό συνθήκη (ή ότι 

η f  είναι υπό συνθήκη ολοκληρώσιµη). 

Ο25: Αν Ñ→],(: βαf  µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 

∫∫ +→
=

λ

ααλ

β

α
dxxfdxxf )(lim)( . 

Αν Ñ→),[: βαg  επίσης µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 

∫∫ −→
=

λ

αβλ

β

α
dxxfdxxf )(lim)(  

Αν Ñ→),(: βαh  µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση τότε 

∫∫∫ +=
β

γ

γ

α

β

α
dxxfdxxfdxxf )()()(  )( βγα << . 
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Πρωτεύουσα τιµή κατά Cauchy γεν. ολοκληρώµατος β΄ είδους 

συνάρτησης Ñ→),(: βαf  ∫
+∞

∞−
dxxf )(  

0
. . . ( ) lim ( ) ( )C PV f x dx f x dx f x dx

β γ ε β

ε
α α γ ε

+

−

→
+

= +
  
 
  

∫ ∫ ∫  

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ: 

Π1: Αν 21, FF  δύο αρχικές συναρτήσεις της f  τότε διαφέρουν κατά σταθερά. 

Π2: Αν 1F  αρχική της f , τότε και η CFF += 12 :  µε C  σταθερά, είναι 

αρχική της f . 

Θ3: Αν για τις Ñ→∆:, 21 ff  υπάρχουν τα αόριστα ολοκληρώµατα στο ∆, 

τότε υπάρχει και το αόριστο ολοκλήρωµα της συνάρτησης 2211 fcfc + , µε 

21, cc  σταθερές και ισχύει: 

∫ ∫ ∫+=+ dxxfcdxxfcdxxfcxfc )()()]()([( 22112211 . 

Θ4: Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση: Αν Α, Β δύο διαστήµατα και 

Ñ→Af :  µια συνεχής συνάρτηση και Ñ→B:φ  µία παραγωγίσιµη 

συνάρτηση µε 0)( ≠′ tφ , Bt ∈∀  και έτσι ώστε AR ⊆)(φ  και 

)())(()( ttftg φφ ′⋅= , Bt ∈ , τότε ∫∫ ′=+ dtttfcdxxf )())(()( φφ , όπου 

στο δεύτερο ολοκλήρωµα, µετά τον υπολογισµό του, επανερχόµεθα στην 

αρχική µεταβλητή θέτοντας )(1 xt −= φ . 

Θ5: Παραγοντική ολοκλήρωση: Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι 

παραγωγίσιµες σε ένα διάστηµα ∆, και η συνάρτηση gf ′  έχει αόριστο 

ολοκλήρωµα στο ∆, τότε και η gf ′  έχει αόριστο ολοκλήρωµα στο ∆ 

και ισχύει: 

∫∫ ∈′−=′⋅ ∆xdxxgxfxgxfdxxgxf ,)()()()()()( . 

Θ6: Άνω και κάτω ολοκλήρωµα: Αν Ñ→],[: βαf  µια φραγµένη 

συνάρτηση, τότε υπάρχει το κάτω και πάνω ολοκλήρωµα της f  και 

∫∫ ≤
β

α

β

α
dxxffdx )( . 
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Θ7: Θεώρηµα Darboux για άνω και κάτω ολοκλήρωµα: Αν Ñ→],[: βαf  

µια φραγµένη συνάρτηση, τότε 0>∀ε ,  ∫ +<>∃
β

α
εδ dxxffPU )(),(:0  

και ∫ −>
β

α
εdxxffPL )(),(  για κάθε διαµέριση Ρ του ],[ βα  µε δ<|||| P . 

Θ8: Κριτήριο ολοκληρωσιµότητας Riemann (Μορφή Α΄) Μια φραγµένη 

συνάρτηση Ñ→],[: βαf  είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο ],[ βα , 

αν και µόνο αν, ∀<−<∃>∀ ,),(),(:0,0 εδε fPLfPU  διαµέριση Ρ µε 

δ<|||| P . 

Θ9: Κριτήριο ολοκληρωσιµότητας Riemann (Μορφή Β΄) Μια φραγµένη 

συνάρτηση Ñ→],[: βαf  είναι ολοκληρώσιµη στο ],[ βα  αν και µόνο 

αν, 0>∀ε , υπάρχει διαµέριση Ρ του ],[ βα  για την οποία να ισχύει 

ε<− ),(),( fPLfPU . 

Π10: Αν η Ñ→],[: βαf  έχει πεπερασµένο αριθµό σηµείων ασυνεχείας στο 

],[ βα  και είναι φραγµένη, τότε είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο 

],[ βα . 

Θ11: Αν Ñ→],[: βαf  είναι µια µονότονη συνάρτηση, τότε αυτή είναι 

ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο ],[ βα . 

Θ12: Γραµµικότητα του ολοκληρώµατος Riemann: Αν Ñ→],[: βαf  και 

Ñ→],[: βαg  ολοκληρώσιµες κατά Riemann τότε και η gf ⋅+⋅ λκ , 

Ñ∈λκ,  είναι ολοκληρώσιµη στο ],[ βα  και ισχύει:  

∫∫∫ +=⋅+⋅
β

α

β

α

β

α
λκλκ dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ . 

Θ13: Αν Ñ→],[:, βαgf  και είναι ολοκληρώσιµες, τότε ισχύουν τα 

παρακάτω: 

α. Αν ],[,0)( βα∈∀≥ xxf  τότε ∫ ≥
β

α
0)( dxxf  

β. Αν ],[),()( βα∈∀≤ xxgxf  τότε ∫∫ ≤
β

α

β

α
dxxgdxxf )()(  
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γ. Αν ],[,0)( βα∈∀≥ xxf  και υπάρχει ],[ βα∈c  µε 0)( >cf  και η f  

συνεχής στο c , τότε ∫ >
β

α
0)( dxxf . 

δ. Αν ],[),()( βα∈∀≤ xxgxf  και υπάρχει ],[ βα∈c  στο οποίο οι gf ,  

είναι συνεχείς και )()( cgcf <  τότε ∫∫ <
β

α

β

α
dxxgdxxf )()( . 

Π14: Αν Ñ→],[: βαf  ολοκληρώσιµη, τότε και η || f  είναι ολοκληρώσιµη 

και ισχύει: ∫∫ ≤
β

α

β

α
dxxfdxxf |)(|)( . 

Π15: Αν η Ñ→],[: βαf  είναι ολοκληρώσιµη, τότε και η 2f  είναι 

ολοκληρώσιµη. 

Π16: Αν Ñ→],[:, βαgf  ολοκληρώσιµες, τότε και η gf ⋅  είναι 

ολοκληρώσιµη. 

Θ17: Έστω Ñ→],[: βαf  ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν Ñ→],[: βαF  µε 

∫=
x

dttfxF
α

)()( , τότε η F είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο 0x  στο 

οποίο η f  είναι συνεχής και )()( 00 xfxF =′ . 

Π18: Αν Ñ→],[: βαf  είναι συνεχής στο ],[ βα  και Ñ→],[: βαF  µε 

∫=
x

dttfxF
α

)()( , τότε ∃  η F ′  και ],[),()( βα∈∀=′ xxfxF . 

Θ19: Θεµελιώδες θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού: Έστω f  µία 

συνεχής συνάρτηση στο ],[ βα . Τότε µια συνάρτηση Ñ→],[: βαF  

ικανοποιεί τη σχέση ∫ −=
x

GxGdttf
α

α)()()( , αν και µόνο αν 

],[),()( βα∈∀=′ xxfxF . 

Θ20: Αν Ñ→],[: βαf  είναι ολοκληρώσιµη και Ñ→],[: βαG  µια 

οποιαδήποτε αρχική της f , τότε ∫ −=
β

α
αβ )()()( GGdxxf . 

Θ21: Πρώτο θεώρηµα Μέσης Τιµής Ολοκληρωτικού Λογισµού: Έστω αν 

gf ,  δύο συναρτήσεις, τέτοιες ώστε οι gf ⋅  και g να είναι 

ολοκληρώσιµες στο ],[ βα . Αν:  
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α. ],[,)( βα∈∀≤≤ xMxfm  

β. Η g  είναι σταθερού προσήµου στο ],[ βα , δηλαδή 0)( ≥xg  ή 

0)( ≤xg , ],[ βα∈∀x  τότε: ∫∫ =∈∃
β

α

β

α
dxxgndxxgxfMmn )()()(:],[ . Αν 

επιπλέον η f  είναι συνεχής, τότε 

],[0 βα∈∃x ∫ ∫=
β

α

β

α
dxxgxfdxxgxf )()()()(: 0 . 

Ως πόρισµα, για 1)( =xg  προκύπτει ∫ −=
β

α
αβ )()( ndxxf  και αν f  

συνεχής ))(()( 0 αβ
β

α
−=∫ xfdxxf . 

Θ22: ∆εύτερο Θεώρηµα Μέσης Τιµής Ολοκληρωτικού Λογισµού: Έστω σαν 

Ñ→),[:, βαgf  για τις οποίες ισχύει: 

α.  Η f  µονότονη στο ],[ βα  

β.  η g  ολοκληρώσιµη και σταθερού προσήµου στο ],[ βα , δηλαδή 

0)( ≥xg  ή ],[,0)( βα∈∀≤ xxg . 

  Τότε, υπάρχει ],[0 βα∈x : 

∫∫∫ −+=
β

ξα

β

α
βα dxxgfdxxgfdxxgxf

x
)()()()()()(

0
. 

 Το θεώρηµα γενικεύεται και όταν η g  είναι απλώς και µόνο 

ολοκληρώσιµη. 

Θ23: Θεώρηµα Bonnet: Έστω Ñ→],[: βαg  ολοκληρώσιµη στο ],[ βα  και 

σταθερού προσήµου. Τότε: 

(i) Αν η f  είναι φθίνουσα και θετική, τότε ],[1 βα∈∃x  

∫ ∫⋅=
β

α α
α

1
)()()()(

x
dxxgfdxxgxf . 

(ii) Αν η f  αύξουσα και θετική, τότε ],[2 βα∈∃x : 

∫∫ =
ββ

α
β

2

)()()()(
x

dxxgfdxxgxf . 

Οµοίως το Θεώρηµα γενικεύεται και όταν η g  είναι απλώς και µόνο 

ολοκληρώσιµη.  
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ΠΙΝΑΚΑΣ ΕΠΕΞΗΓΗΣΗΣ ΣΥΜΒΟΛΩΝ 
 

 :Το σύνολο των Πραγµατικών αριθµών. 
 :Το σύνολο των ακεραίων αριθµών 
 : σύνολο των Ρητών αριθµών 
 :Το σύνολο των Φυσικών αριθµών 

*
+Α  :Το σύνολο των θετικών µη µηδενικών στοιχείων του Α 
*
−Α  ;Το σύνολο των αρνητικών  µη µηδενικών στοιχείων του 

Α 
0ℵ  :Άλεφ µηδέν 

( )f x  ;Η συνάρτηση f του χ 
( )f x′′  :Η δεύτερη παράγωγος συνάρτηση της   f     

( )
( )

n
f x  :n- τάξεως παράγωγος συνάρτηση της f 

( )fℜ  :Το σύνολο τιµών της συνάρτησης f 
( )f x′  :H παράγωγος συνάρτηση της f 

0x x→  :Το χ τείνει στο χ0 

x→−∞  :Το χ τείνει στο πλην άπειρο 
x→+∞  :Το χ τείνει στο συν άπειρο 
nf f→  :Η ακολουθία fn τείνει στην f 

nf
u→ f  :Η ακολουθία fn τείνει οµοιόµορφα στην f 

( )f Α  :Οι εικόνες του συνόλου Α µέσω της συνάρτησης f 
f ↑  :Αύξουσα συνάρτηση f 
f ↓  :Φθίνουσα συνάρτηση f 
f & :Γνησίως αύξουσα συνάρτηση f 
f ' :Γνησίως φθίνουσα συνάρτηση f 
( )fD  :To σύνολο τιµών της f 

(µ,ν)=1 :Οι φυσικοί µ,ν έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη την µονάδα , 
δηλ. είναι πρώτοι µεταξύ τους ή πρώτοι προς αλλήλους. 

0( , )S χ ε  :Περιοχή κέντρου χ0 και ακτίνας ε  ,το διάστηµα (χ0-ε,χ0+ε) 
__

 :Είναι το σύνολο { },∪ +∞ −∞  

( )n nα
∈

 :Το σύνολο των απείρων όρων της ακολουθίας αν 
{ }n nα

∈
 :Ένας καλύτερος συµβολισµός του προηγουµένου 

( nα ) :Ένας λιγότερο καλός των δύο προηγουµένων 

nα  :Ο n-οστός όρος της ακολουθίας ( )n nα
∈
Καµιά φορά , 

καταχρηστικά , όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, 
συµβολίζει και την ίδια την ακολουθία. 

kn
a  :Υπακολουθία της αn 

_____
lim  :Limes superior 
lim  :Limes inferior  
sup :Supremum 
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inf :Infimum 
lim na  :Όριο της ακολουθίας αn 

nS  := 1 2 3 4 .... na a a a a+ + + + =
1

n

aκ
κ =
∑  

1
aκ

κ

∞

=
∑  := 1 2 3 4 .... ...... limn nn

a a a a a S
→∞

+ + + + + =  

( f g )(x) := ( ( ))f g x  
1f −  :Η αντίστροφη συνάρτηση της f 
 :norm 

( , )L f P  :Κάτω άθροισµα της f ως προς την διαµέριση P 
( , )U f P  :Άνω άθροισµα της f ως προς την διαµέριση P 

_____
a

f
β

∫  :Κάτω ολοκλήρωµα Riemann 

_____

a

f
β

∫  :Άνω ολοκλήρωµα Riemann 

( , )V f P  :Κύµανση της f ως προς την διαµέριση P 
( )V f  :Κύµανση της f 

( , )f Pµ  :Μήκος της συνάρτησης f ως προς την διαµέριση P 
( )fµ  :Μήκος της συνάρτησης f 

( )
a

f x dx
+∞

∫  :Γενικευµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης f από α έως 
συν άπειρο 

( )f x dx
+∞

−∞
∫  :Γενικευµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης f από πλην 

άπειρο έως συν άπειρο 

( )f x dx
β

−∞
∫  :Γενικευµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης f  από πλην 

άπειρο  έως β 

( )
a

f x dx
β

∫  :Ορισµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης f από α έως β  

( )f x dx∫  :Αόριστο ολοκλήρωµα της συνάρτησης f  

. . . ( )C PV f x dx
+∞

−∞
∫  

:Πρωτεύουσα τιµή κατά Cauchy του γενικευµένου 
ολοκληρώµατος από πλην άπειρο έως συν άπειρο της 
συνάρτησης f 
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Ιωάννινα 2000 
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Παντελίδη Γεωργίου Ν. «Βιβλίο του ∆ιδάσκοντος για το Μάθηµα Ανάλυση της 
Γ΄Λυκείου» Εκδόσεις Ζήτη – Θεσσαλονίκη 1998  
 
Πουλέας Ε. «Λογισµός Ι» Θεσσαλονίκη 2003  
 
Πουλέας Ε. «Λογισµός ΙΙ» Θεσσαλονίκη 2003 
 
Σπανδάγου Βαγγέλη «Σειρές» Θεωρία –Μεθοδολογία-400 ασκήσεις –Εκδόσεις 
Αίθρα –Αθήνα Ιανουάριος 2002 
 
Σπανδάγου Βαγγέλη «Ασκήσεις Απειροστικού Λογισµού» Εκδόσεις Αίθρα Αθήνα 
2002  
Σπανδάγου Ευάγγελου-Σπανδάγου Ρούλας «Μαθηµατικά Παράδοξα και 
Μαθηµατικά παιγνίδια» Εκδόσεις Αίθρα – Ιούνιος 2003 
 
Spivak Michael «∆ιαφορικός και Ολοκληρωτικός Λογισµός» Πανεπιστηµιακές 
εκδόσεις   Κρήτης –Ηράκλειο 2001 
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ΣΥΝΤΟΜΟΓΡΑΦΙΕΣ 
 

CPV πρωτεύουσα τιµή κατά Cauchy  
R-S =Riemann-Stieltjes 
α.χ. =αντιπαραδείγµατος χάριν 
βλ. βλέπε 
γν. =γνησίως 
δηλ. = δηλαδή 
ΕΕ =Ευρωπαϊκή ένωση 
Η/Υ = ηλεκτρονικός υπολογιστής 
ΘΕΤ = θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών 
ΘΜΤ = θεώρηµα µέσης τιµής 
κ.ά. =και άλλα 
κ.ο.κ. =και ούτω κάθε εξής 
λ.χ. =λόγου χάριν 
ό.έ.δ. =όπερ έδει δείξαι 

ΟΕ∆Β = Οργανισµός εκδόσεων ∆ιδακτικών 
Βιβλίων 

ΟΟΣΑ =Οργανισµός Οικονοµικής Συνεργασίας 
& Ανάπτυξης. 

π.χ. = παραδείγµατος χάριν 
σ.σ. = σηµείο συσσωρεύσεως 
σελ. =σελίδα 
τ.  =τόµος /οι 

 



∆ιεύθυνση κατοικίας: 
Γιάννης Πλατάρος του Παναγιώτη. 
 
Καπετάν Κρόµπα 37  
242 00  ΜΕΣΣΗΝΗ 
____________________________ 
 
 

 
 
 
__________________________ 
 
Η/∆      plataros@pathfinder.gr 
 
Εναλλακτικώς: Plataros@sch.gr 
 
Ιστοσελίδα:  http://homepages.pathdinder.gr/plataros 
 
 
 
 




